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über Konvergenz-Kriterien 
für BeUiea mit komplfizen Gliedern. 

Von Alfkeu i'uiNOSHEiM in Mimcheu. 

1* Da die mbedmgte KonTergaiis «ner Reihe ▼on der Fonn 
£a^ » £{k^ + ß^i) mit der äbaoMen Etaarnfgiu», d. b. mit der Kon- 
vergenz der Reihe 271 [ zusammenfallt, so hat man zu deren Ex^ 
mittelang lediglieh die f&r Reihen mit posUiom Oliedem geltenden 

Kriterien auf den Term a, | = Yni + ß*, anzuwenden. Bei der Aus- 
fÜhnmg der erforderlichen Kechnnng erweist sich indeesen das Auftreten 
jener Quadratwurzel als ziemlich unbequem, und es mufs daher 
wünschenswert erscheinen, jene Kriterien so umzugestalten, dafs die 
zu prüfenden Grenzausdrücke nicht | j seibat) sondern lediglich | a, |* 
enthalten. 

Dies hat l)oi den sog. Kriterien tr^ikr Art keine Schwierigkeit. 

Bezeichnet man nämlich «generell mit ED~^ bezw. £C~^ eine als 

divergent bezw. konvergent erkannte Reihe mit positiven Gliedern und 
beachtet, d&lis die Ungleichungen: 

|aj>^ be«w. |aj<| 
stets die folgenden nach sich ziehen: 

und umgekeJirt, so kann man die Kriterien ersier Art ohne weiteres, 
auch aof die Form bringen: 

I lim • I j' > 0 : Dwergentf 

(1) 

I lim C| • I Oy i' < oo: Ktmoergens.^) 

1) Ich bezeichne mit lim den ttntfrru , mit lim den obfrcu Limew. Existiert 

ein Limes im gewOhulicbea Sinne, so fallen unterer und oberer LimeB mit diesem 
nusimnen. (Vgl EncjkL der math. "Wiu. I, p. 71.) Die Sdtnibweiae: <oq lie- 
deotsi: fMdkf UMadlieh, d. h. unter einer endlielun Sdnanke bleibend. 
Aiddv e«r MMhMUtik uA nvrik. ÜLBallM. IT. 1 
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Altuo PmiioaHBiM: 



Da analog am den Uiq^Ieieliiiiigeii: 



»»+1 



b6B1f. 



sboi« folgfc: 



a. 



besw. 



< 



Dl 



•-'+1 



Mw/ tmgckehrt, so läfst sirh auch die Gnindfom der Kriterien noeiter 
Art zunächst durch die folgende ersetzen: 



(8) 











lim(c;- 









Bezüglich des auf diese Weise resultierenden A'f//»?er//t')iz-Kriterium8 ist 
aber folgendes zu bemerken. Während man das KonTergenz-Hxiterium 
in MiiMr ursprünglichm Gestalt, nSmlieh: 



(8) 



mit Hülfe einer einfachen, auf der typischen Dantellnng der und 
2>, bMiibend«! Tranefoniiation^) in daa folgende: 



(4) 



lim ^i>, • I ~- I — Dr+ij > 0: Konvergene , 



überführen und auf diese VV'eise mit dem entsprechenden THiergaiz- 
Kriterium zweckmüfsig vereinigen kann, so versa<jt diese Transformation 
in Bezug auf das Äont>er^e»M;-Kriterium {2), mit anderen Worten, man 
darf aoa der Benehnng: 



keUteswegs allemal auf die Kumoergem von 27|ay| aehlieben. Seist 



(5) 



1) VgL Math. Ann. (1890), MO; deagL W (IBM), IM. 
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über KoDveigeiu-Kriteriiui ftli Beilien mit komplexen Glieden. 3 

80 erkennt man, dab U noh voii 2, vm einen Fakfcor nnteneheide^ der 
aDraial dann» wenn limD, i-oo (waa ja gCBadem die Reffd iat^)X 

gleichzeitig mit v positiv unendlich wird. Daraus folgt aber, dafs im 
Falle lim > 0 immerhin lim Ip^O werden kann, was die Divergem 

dar Reihe £\ | nieht anaaddieliwn wfird&') 

8. Um dieaem Übebtande absdietUiBn, ftthren wir atait des Ana- 
dmekea den folgenden ein: 



(6) A^-D, 



weicher — bei einer sogleich anzugehendon, durchaus unerhebliiiien 
Einschninkung in Bezug auf die Wahl der J)^ — für die Beurteilung 
der Konvergenz von 2.' a, , genau dasselbe leistet wie 
Angenommen nämlich, man habe: 

(7) lim^.>0, 

80 muTs sclion von einem bestimmten Index v — n ab eine Beziehung 
Ton der Form bestehen: 



1) Die Anwalmie eines unätUhen Um UeHafk lediglidi das Canehyeehe 
Fondamental - Kriterium. 

S)JBM^ Man sefcM: a,= ^|^^, — also: 

rig(»'+i) 



deher: 
Dagegen: 



also: 



Niehte desto weniger ist E\ \ divergmt. 
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wo Q wetet^id^ posüh. Man hat somit für y ^ »: 



imcl, wenn man auf beiden Seiten mit fienutsiing der bekannten Be- 
aehnng^): 

(1 + dy« > 1 + . 0« >o. d 

die Qoadratwnnel gsieht: 



d. Ii. 

(8) '.>i»/r7 ^5— 

Macht man jetzt die gewiaaeimaliNn aelbatTenOndliolien*) Ein- 
sdunnknngen, daia: 

D D 

(9a) UmT^>0 imd lim,./-<op, 

80 folgt ana (S), dala ^eidueitig mit der Beaiehmig (7) ateto anch die 
folgende beatdit: 

(10) limZ,>0, 

»=ao 

aodafs also aus UngL (7) mit Sicheiheit anf die Kimoergene von ^|a^| 
geaohloBaen «erden dar£ Übrigens eigiebt aidi aneh umgekehrt ana 

1) Für den hier lediglich iii i-'rage konunendett speziellen Fall = ^ kann 
man auch ganz unmittelbar erkennen, dafn: 

Man hat nftmlich: 1 >|-^p2 nnd ^wegen: 
und a forUori: 

2; In der That werden hierdurch nnr gewisse Reiben vou gune exzeptionellem 
Diveigeiui-CluHakter, wie de lOr &iterieii-Büdiiiig flbedianpt aiehfc in Betracht 
kommeii, ala Taig^eidMnihen «ugMeUomn. 
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Ober £oimigeii»-Kriteriai tOx BeOwn mit kompleaMn pliedem. 5 

der Exutens Ton UngL (10) Mm diejenige von üngL (7), wenn man. 
die dar weiteren BeedirSnkiuig unterwirft')^ dab andi: 

(9b) lim5^ti>o, 

anders geedurieben: 



- — 

lim n — < ooJ 

denn der Faktor, welcher von /, unterHchfidct (s. Gl. (5)) ist dann 
allemal wesentlich pos^itiv. Die Konvergen/.-Kriterit n (7 i und (lO i haben 
also unter den bezüglich der gemachten Einschränkungen vullkonimen 
glekite Tragweite. 

Da ■mderenrita die Besteliimg: 



(11) ümil,<0 



offenbar stets die Existenz der i>/r(r//enz- Bedingung (2) nach sich 
zieht'), so gewinnt man schlierslich das folgende Z>c>p;>e/- Kriterium: 

(18) mx.^m(D, . 1 ;'- "IrOl^n f"''^'' 

' ^ ^\ i »»+1 1 -^r / l> 0; Konvergeng.^) 

S. Die Bedingnogm (9a), (9h), welchen die m geniigen haben, 
nnd Bieber esfUlt, wenn geeetat wird: 

oder auch: 
wo: 

Lg(v) — V • IgjV • lg, V • ■ • Ig^v. («—1, 1, «, ...) 



1) Vgl die Torige Fnümote. 

2) Aber nicht umgekehrt Da nBialieli die Bedingung (S) «ich folgender- 
maTieii schreiben IftM: 

firniß, A,<0, 
»»» 

und im «llgemeinen limD^-sOo Mwnnehmen iit, lo kann erentaeU dieie lelnfeere 
Bedehnng erfiillt aein, tauät wenn 1^1^ 0 wird. Wenn alao daa Krilerimn 1, 

in dieser Weiae venwgt, ao tbdit es noch frei auf die etwaa vorteOhaftete Dint- 
geu-Bedingaag ao nikonierai. 

3) Die Schreibweise lim bedeutet, dafs in der betreffenden Relation gana 
nach Beliehen der obire oder untere Liinc^' f^fwiihlt werden kann 'nutrirlirh iiuior- 
halb einer solchen Kelatiou durchweg derselbe Limefl). Dabei genügt es otfenbar, 
in dem XMwryeNff-Kziierittm dea oAtrsM, in dem KomergenM-Eiiiaiam den mkrm 
Limea an berlleikaiditigen. 
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Man arhilt «of dieae Weiae diejenigen Eriteriflo, weldw dem 
Raabeadien und der Skala der Bertrandadhea &iterien') für BeUiea 
mit posiUveu Gliedern emtapiecheD, namlidi: 



(b) limjU ~lim/v 

f>a«t rasa» ^ 

(b) &iiXW-lÄ(L,(,0 



a 



r+l 



* (» -f 1)» \ ( < 0: Diiergem, 



tili \\<^'- 

" ;i>o: 



Konvergetu, 



J^-M))'\|<0: Divergmg, 
/ 1> 0: Eomergem, 



Diese Kriterien gestatten noch die folgende, für den praktischen Ge- 
brauch zweckmäi'sige Umformung. Man hat zunächst: 



also: 
(18) 

Fenur ist i 



limA -limv( — ^1 -11-2. 



) 



+ >y (j-M-i 



(NB. Dabei hat man im FaUe «»1 zu aefaen: L»-iifi)~LL9{v)^v). 
Nun iat aber*): 

limX,_,(v + 1) . {Ig,(v + 1) - lg,(v)} - 1, 
mid anlaerdem: 



1) TgL EaejkL der maifa. Win. I, 8. 87, 88. 
S) 8. %. B. Math. Ann. 86 (1890X 818« Fonnel (Q. 
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über Konvergenz-Kriterien für Reihen mit komplexen Gliedern. 7 
sodab noh eigiebt: 

(14) ^X^:^ = ^ • f - + 1))«) - 2. 

Mit Benutzung der Gleichungen ^^13), (14) nehmen daher die Kriterien 
(a), (b) die folgende Form an: 

(A) lY'<^^ Divergeftz, 

(»-1,^8,...) 

4. Das Kriterium (A) und das für » » 1 resoitierende Anfang»- 
Kriterium der Skala (B), nämlich: 

«rweiiea ndi fttr eine Reihe wichtiger Anwendnngeii rar Yenduzfang 
des Gancliyedieii Fundamental «KdteriimMi*) ab aunreiehend. Lisbe- 
■omdere kSnnen ne dam dienen, die abaolnte KonTergenx oder Direigens 
deqenigen in der Funklionflnkihm Iiidig Torkommendflsi Beüien M- 
srnteUen, deren Glieder doroh die Benehnng charekteriaierfc sind: 

(15) = 1+ * + ^4 

. X + ' + , * (snn mindMUn fttr r > m). 
\ 

Dabei bedeotel i «- » -f Ii «ne beatinunte, tqd «r nnabhängige Zahl, 
vilurend r, mit v Tariiemi kann, jedoch so, dab | | stets unter emer 
mußkAm Sehnuiit» bleibt^ also 



lim , ; < oo 

ausfälli» Die fraglichen Bedingungen sind offenbar insbesondere stets 



erf&Utf wenn in eine mdUAe oder hemergent^iimendUf^ Seihe nadi 



1) lisB kuB diflieiii eine dem Knterinm (A), (B) analoge Form geben, 

^— ^ V| a^^i / l> 0: Konvergent. 
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S AjirsKU Puimosiikih: 

Poiemsen Ton * mit konstantan EoeffisieEfeen entwidnlt wwdrai kann; 



desgL wenn 



V 



als eine rai^Kmak Funktion tob v mit konstanten 



Eoeffiiiflnten dantdlbar ist 
2fan hat nnn: 



(16) 
wo: 

(17) 

■odals also anoh: 
(18) 

mdUdi ausfällt. 



_ 1 J. J. 

xp -4- Iff o' -I- ö* 



1— > 



(19) 



lim^-»* + A* + 21im^, 

Die Anwendung des Kriteriums (A) ergiebt sodann: 

JL"1. ^ (| f - 0 - St (' + >v) - «' 



und somit divergiert die Reihe E\a^ , falls x< 1, sie l'onverffl/rf, falls x > 1. 

Im Falle x 1 rersdjjt das Kriterium l A). Zur Bildung des 
Kriteriums (B^) hat man nach GL (16) für x 1: 



imd daher: 



(20) + ÜliiLl^ 

woraus nach (B*) die Divergenz von 27 1 | resultiert. 
Somit ergiebt sich: 

Die Reihe S\a^\, wo: 



-0, 



»»+1 



±}i . + ^ » 



lim|p, + ^»|<<x,0, 

»=»(» 

i*^ konvergent ßr x> 1, divergent für x < 1. 

1) Wie die CHeidrangeo (SO) lebzen, bleibt dM Genmtrasoltet sogar 

Igv ' E 

noch gültig, wenn auch limJB^^oo wird, sofern nur lim ^ 0, 

d. h. mit BücJuicht auf OL (17J: 



I 
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Dieses Resultat bildet, abgesehen von einem mnretentliohen Unter- 
schiede in der P'orm, den Haiiptbostandteil der yon Weierstrafs ') 
auf anderem Wege abgeleiteten Kriterien, welche wiederum noch die- 
jenigen Ton Gaufs*) (auf die Voraussetzung reeller , als rationale Funk- 

a 

tionen von y danteUbsxer — ^ mk besdufinktoideii) als spesiellAn Eall 

in sidi flnthaltwL 

5. Wenn auch die Reihe | für x < 1 divergiert, so könnte 

Za^ in diesem Falle noch bedingt konvergieren. Es soll nun im 
folgmden gezeigt werden, dafs ihaiiAcUich anch £a, dkerpert, dab 
dagegen für 0 < » ^ 1 die Reibe Sa^^ (welehe ja, wegen: 

lim * = 1, 

fBr I I < 1 absolut konvertiert) noch für jedes von 1 yersdiiedene x 
mit dnn absoluten Betrage | | » 1 (betün^) hmoerffierL^ 



schlieblicb: 



lim -5 !ll-0, lim -5-5-1 - 0, 



Das auf den Fall bezügliche Resultat gilt nach Gl. (19) sogar nocb, wenn 

B 

mir: lim — « 0, d. h. icUiertlidi wiedemm, weim: 

lin»i 1 SB 0. 

1) Journal f. Maüi. Sl (1856), M Werke, Bd. I, 8. IM. — Weieritrafs 

operiert mit dem reziproken Quotienten Ich gebe der Form — — deshalb den 

ToXBOg, weil hierfür die Überführung der Kriterien (a), (b) in die zweckmafsigere 
Form ' A \ (B) etwas kürzer anafiUlt, andeteneit« auch die eventuelle Entwickeloog 

Ton nach Potensea ton - bei den in der Frwds snneist TOrkommenden 

Fitten rieh efewai beqnemw aufUnmi llfU, als diejenige derreiipcoken Quotienten. 
9) Ges. Werke, Bd. m, S. 189. 

3) Auch dieses Resultat findet sifh lipi WeitTsf rafs a a 0. Die hier ge- 
gebene Ableitung, die sich zwar im wesentlichen an den von WeierstrafH vor- 
gezeichneten Oedankengang anschlieM, dürfte in Terscbiedener Beziehung einfacher 
nnd dnrehsiebtigcr sein als die Weierstrafssehe, andi als diqje&ige, welche 
Herr 0. Stolz in seinen „Toilesangen Über allg. ArithmeUlCS Bd. n, 8. 146ft, 166 
mitgeteilt hat. 
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Es hedoiite zonäciust (» = o, i, i, ...) euie unbegrenzte Folge jxisitiver 
Zahlen, welche, zum mindesten Ton einem bestimmten v ab, der Be- 
dingung genflgeu: 

(21) =l + 5 + !j, 

WO wiederum x eine bestimmte, von v unabhiinj^ige reelle Zahl bedeutet, 
während o, mit v zwar variieren kann, aber absolut genommen stets 
unter einer jmitivim Zahl g bleiben hoII. 

Ist dann x von Nuü versdticden, so kann man GL (21) in die 
Form setzen: 

(22) _^»x + ^(n._!r_) 

und sodann eine natürliche Zahl m so hxiereu, dals für v^m: 

Daraus folgt, dals für mi 



(23) 



< 1, fidls: K < 0, 
> 1, &1Ib: n > O', 



and diese Ungleichungen beeagen, dafs die für v^m monoton m/r 
oder abnehmen, je nachdem x < 0 oder x > 0. Die müssen also in 
jedem dieser lifidon Fälle für v » oo einen gewissen (endlichen oder 

unendlichen) Grt')i:wrrf besitzen. 

Um diesen letzteren zu bestimmen, schreiben wir GL (21) folgender- 
mafsen: 

Durch Substitution von v •» m, (m +1), • . {fi — 1) (wobei, falls x 
negativ gannoM^ sein BoUte, Ton Toxnlierein m > | x | angenommen 
worden mag, damit v + x niemals NiM wird) und Multiplikation der 
betreffmden Qleiohungai ergiebi sidi alsdann: 

^25) . i--jqf(i+i).j^(i+-,j^). 

m m 

Labt man hier ins Unendliohe waolisflai, so geht das zweite Fkodokt^ 
wegen der Konvergent ron 
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in «n homergenUeB Produkt Uber, wahrend das erste, wegen der Dicerffmg 

von , nach 0 oder oo divergiert, je nachdem x < 0 oder x > 0. 
Hiernach findet man 

lim ""'f^^' 

I, - X % 1 ^ ^ , felis: X > 0, 
und da eine bestimmte positive Zahl vorstellt, schlieJslich: 

rttAN .• falls: X < 0, 

W j^.'-'l-O. 611.:«>0. 

In dem nodi übrig bleibenden Falle « ~ 0 hat man nach GL (21) 



die 

(27) " — 

welehe leigk^ dala a, Ton einer gewiaaen Stelle p^m nur dann 

monoton gu- bezw. abnimmt, wenn iDr ^ m 5eBtömi^ < 0 bezw. 
>0. Im übrigen besitzen aber die anch wenn nicht diese 
Eigenschaft hat, allemal für v = oo einen bestimmten, von Null ver- 
aAiede»en Grenzwert Man findet nämlich aus Gl (27), analog wie oben: 

und hierana: 

(29) + 

d. h. endlidi wui von Nuü verschieden^ da das betreffende Produkt in 
Folge der KonTeigniz von ^ ' ^ | hmoergiai. 

6. Sind jetzt die wiederiuu beliebig komplex, und setat man, 
wie früher (Gl. (15), (16)): 



WO 



^ t, also andi (e. GL (17)) afceti nntor einer endlichen Sduranke 
bleiben soll, etwa: 

\rA<9, K<0, 

so liefert die Anwendung der in Nr. 5 gefundenen Besnltate auf die 
I I* unmittelbar die folgenden Ergebnisae: 
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Alfbbd PraioaBsiM: 



^ Ist « < 0, 80 nehmeii die | \*f also racli die | a, | mit v 
monoton m, und mm hat: 



(30) 



lim I i — oc, also auch: lim » oo. 



(II) Ist X > 0, SO nehmen die | [' bezw. die | [ mit wachBen- 
dem V monoton ahy und man hat: 



(31) 



lim I a, I — Oy also auch: lim 0. 



(III) bt X = 0, 80 besitzt ' alflo auch | | für v » oo einen 
bestimmten von NuU varschiedeneti Grenzwert Darans folgt aber noch 
nicht, dafs auch für 0, aelbat daa nämliche gilt. Man hat nmi in dem 
vorliegenden Falle: 

+ v + 

•»+1 • » 



0 + 



und daher: 

(82) + 



H-1 



Daa mßeäe Produkt geht wiederam f&r lim^ — oo in eb abeolat 
homargtiiües Aber, da 



1 + '-^ 



Das erste dagegen divmfiert, sofern nicht etwa k = i) ist, für Iim/i»(X), 
in der Weise, dafs zwar der absolute Betnig, nicht aber die Charaiderisak^) 
einen bettimmten Grenswert beeitit, der flberdiea fttr jenen abaolnten 
Betrag wn Nuü vendiieehn auafillt.') 

Darnach trird (ftr » — 0, | A | > 0) bei lim f» oo in dlsr Weiae 
anhestinmit, daTa zwar lim | | eine bestimmte, poaitiTe Zahl isl^ 



während die Charakteristik unbestimmt wird. 



1) Unter der Charakteristik einer komplexen Zahl a verstehe ich die (sonst wohl 



auch als „Richtiiiig»-£oeffixieiii** bezeichnete) Zahl 
S) Ha&. Ann. W (1888), 186. 



•1 
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Nor in dem bMmderan Falle A -> 0 (alio: k^O) hat men: 



«-1 



(33) -H{i + 5), 

aodaik also lim einen bestimmten von NiM verschiedenen Wert besitzt. 

7. Aus den Ergebnissen (I) tmd (DI) der Torigen Nummer folgt 
munittdibar, daJs die Beili« 27a, fOac x^O allemal diverykrtf da ihre 
Glieder mdU den Grenzwert IM beaitMiL Da aDdererseita flr 
» > 1 als äbtoUU homergmU «rkannt wurde (Nr. 4), ao erEorderfc nnr 
noeli der Fall: 0 < » ^ 1, fOr welohen ja nach (II): lim — 0 sich 

ergab, eine genanere üntersachung. 
Es soll nun gezeigt werden: 

Audi für: 0<x^l divergiert I^a^, dagegen konvergiert 
Z|ar — a,+i . 

Beweis: Wir nehmen, um Weitläufigkeiten zu vermeiden an, dais 
die Gleichung: 

1 + »+-^ 



schon für 1 Geltung habe'), und bringen sie auf die Form: 



(34) ^f-, woahK): - (l - 1) . r, - Ä», 



1 



nnd somit J t^ | gleichzeitig mit | | stela unter «ner endliehen Sehianke 
bleibt Sodann werde sesefert: 

(35) d«>: ^f;-,^-^. 

9 

1) Wäre dies erst^für v^ n der Fall, so könntp man durch peeif^nete Ab- 
änderung einer endlichen Aozabi von Aufaugsgliederti die Gültigkeit der traglichen 
Voraassetzuog herrtellen, ohne data damit das MndretuUat, d. h. die Divergeng 
der mpzUogUehen £a^, die Komergen» tob <2;|a, — a^^j | , im geriagvtea 
alterieri wflide. 
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WO I», und q^, einiefai genonunen, durch die BeBtehungen definiert aein 
aollen: 

Ix 

Pt+i 1-.*' «f+i 



(86) 



9 

und speziell: Pi = 1, ^ 



Die jfy besitzen ftlaiimn (jf^ den Schlufs der vorigen Nummer) f&r 
v^oo einen bestimmten von NuU versekiedmm Qranzwert, etwa: 

(S7) limff,-g, wo: |g|>0. 



Um die Art der AnnUierung von an dieaen Orensweit genauer an 
beorteilen, hat man nadi GL (36) saniohst: 

— q^+t — — 

und hieraus, weun man v der Reihe nach durch (v -f 1), (r + • • 
(y -\- n — 1) ersetzt und die resultierenden Gleichungen zu der yor- 
atehenden addiert: 

(38) g,-j,+,-^i«Vfi. 

Da \t^\, \q^\ unter endlichen Schranken bleiben, so geht diese Smmne 
für lim n = oo in eine absolnt kcmenfaUe Reihe über, und es ergiebt 
sich auf diese Weise: 



(31)) 



9 *^ 



also, wenn man Zähler und Nenner jedes Eeihengliedes mit ^1 + 
multipliziert: 

(40) l,,-,l<,^\-lL_ 



1) Ist spedell jfc-t 1, so wiid die Gleiehniig 



1 



filr w 1 simdot. Dieselbe soU daim bot fOr v^l geltoif mid anlierdeni 

A — 1» & — «I 

gesetxt werden. 



Digitized by Google 
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Da mtn iodaiiii eine jmwMcw Zehl h eo fixieren bum, dab: 

(41) (l + 7)l<^ll2^+i|<A O-MA.), 
und da anderaneite: 

* 1 * 11 

2 i»(f»+i) "-2 ij ~ f+i} " T ' 

80 folgt aus (40), daDs: 

(42) l«,-«|<7, 

und es lafst sich somit in die Form setzen: 
(48) ff,-ff + ^, wo: \K\<k 

Was ferner den mit bezeichneten Faktor von (s. GL (Sf)), (36)) 

bebiffk, eo UUSrt fieh aeigen^ dafs ^ p, dwergiert, wSlureDd «nd 
2i(p, — Pv+i) übBokU konvetgiertm. Mau hat uäiulich nach Gl. (36): 

(44) 

ilao dnieh Snbititntion Ton 1, 2, . . v ond Multiplikation'): 
Seilt man jeirt: 

(46) ft +A + **- + p,-«r, 

80 folgt zunächet: 

^ - Ä + A - 1 + -jf- "T" » 

+ — + iTs TS 



1) Dabei iit wiedenim der SpesieUUl ft«> 1 ansnueblieftea. Hier wird: 

P P * 

aoüais durch äubstitution vou |t 8, 3, . . v und Multiplikation sich ergiebt: 
d. h. £jgi^ dioergurt in diesem Fall nach -)- oo. 
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Angenommen, man liabe ftr iigond ein beetimmiee vi 

1. «...(»-!) ' 

80 wird: 



d. h. Sy+i hat dann wiederom genan diejenige Form, welche ans der 
f&r 8, angenommenen GL (47) durch Snbetitntion von v + 1 ftr v 
herrorgehi Da aber die Bichtigkeil von GL (47) für v 2, 3 erwieaen 
ial^ so gilt de hiernach ftlr jeden Werfe von v. 

Bringt man 8,4.1 auf die Form: 



80 erkennt man, dals für x < 1 das erste Prodiikt mit lim v 00 nadi 

+ 00 divergiert, während bei dem zweiten der ahsoltde Betrag einen von 
Ntdl verschiedene, bestimmten Grenewert besitzt, dagegen die CSuurakte' 
ristik (aniaer wenn A — 0) fOr lim» » 00 vMbesUmmt wird. 

Hiemadi divergiert alao » <^ Weiee^ da& ^ ^, , _ _j. 

und aul'serdem, wenn nicht gerade A«0 ist, die CharaiderisÜk im- 

hesHmmt wird. 

In dem besonderen Falle x = 1 reduziert sich GL aui' die 
folgende: 

(60) *'+«-'/7{l-7)' 

1 

sodals Sp 4. 1 für iiui v ^ <:>j einen bestimmten van Null vtrsüiiedenen 
abatßmkn Beirag, dagegen (sofern nicht etwa A»0)^) keine hesümmie 

Charakteristik besitzt und somit ^jpw endUch-mbesiimmt ausfällt 



1) DisMr Fall — d. h. « — 1, 2 — 0, also: » 1 — irt bernite dvch die 
vorige Folteote erledigt 
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(61) 



Maa hat nim ferner nach GL (36): 



und biermiB folgt ohne weiteres mit Hfllle dea EonTergenzsatzes von 
Nr. 4, da&^j^'j koMergieri, fidls*) «(ifc+l)>l, d. h. «>0. 
SeUielkUoh ergiAht tieh noch: 

(52) JizJ^ h £l. 

* 

woraus (wegen der Übevein^nmiiuig mit der rechten Seite Ton 
QL (51)) unmittelbar die Komergen» von ^|^^ — ^^ ^.il reenltiert 

üm jetat die beaflglich der p^, gewomieaen Besnltate auf die 
Benrteanng der Munweiideii, hat man n«cfa GL (85) und (43): 

(58) «»-ff-j^ + Ar-^, 

(Ö4) o»- o,+i - q{pr -p, + x) + Ar • - Ar+i • 

Ane der erttm Gleidinng erkennt man, dafo UOr m deraelben 
Weise div&ryiert^) wie ^^^9 ^da ja • ^ afeso/«< konvergiert j. 

1) 8t (-t) bedeutet allgemein den fveife» TWI Ton a;. 

I) Über den genaiiereB DivetgeDs-Oharaktar von ergiebt sieh ana des 
tAitegmohnngen dei Testw nooh fidgendea: 



Ist ü<x<l, i^O, 80 wird 



2"" 



« -}- <X», die Charakteriatik von 



1 

nyrik. ]II.Bilk(a. FT. S 
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X8 Alfred ruiMiiinEiu: 

Aus der gweitm Gleichiiiig ergiebt sich: 

(ööj iar — a, + i\<qiPt—pp + t\-^h 



vonus die Komergetu toh £\ap — ap+i\ enichtlicli ist 

Damit ist aber der zu Anfimg dieser Nummer ansgesprocheiie 
SatB nunmehr ToUstlndig bewiesen. 

8. Aus der (fitr den Fell 0 < » < 1) soeben bewiesenen Kon- 
Texgemt Ton £|av — 0,^.1 1, in Verbindung mit der in diesem Falle 
nach GL (31) geltenden Beziehung lima^sO, folgt mit Hülfe der 

bekannten Traosfonnation 

n n 1 

wo: 

X, — 1 + « + Ha?» — -YznjT'» 

clals 2^arX* noch für J^mIcs von 1 verschiedene x mit dem absuiuteu 
Betrage | o; J ~ 1 komeryieri (und zwar wegen der Divergetiz von £at 
nur hedinffi). 

Man kann danach das Hauptiesultat dw in Nr. 4 — 7 angestdlten 
üntexauebungen auch folgendermaben formulieren: 

Sind die hmipUxe 2kMm von der Beat^ffenheOf de^ mm nUnr 
desten ßr v^n: 

(66) + 

wo: |«v|<P fBr jedes ao ist die Beike Z<i^ absolut konvergent 

f&r\x\<lfiMd, falls '^ß)>l, aw^ noch ßir \x\'^l. l8tQ<'Siß)<\, 
so konvergiert die Seihe EayX" noch bedingt für r = 1 mit ein- 
eigem Ai(S!>chlufs von x = 1, während sie im Falle 'Si(k) < 0 6« [rl = 1 
ausnahmslos divergiert Für [d;l>l ist £0,0!' in j^km Falle 
divergent. 

J^a, rnibettimmt (cf. GL (49)). Iii s» 1, 1^0, 10 trird ^a^| endUtk 

md butimmt, die CharäkkritHk ▼on ^^o, iriedanutt mbatimmt (cf. OL (SO)). 

1 

bfc 11^1, 1~0, ao irird ^a^^oo mit betHmmter aunnkterietik 

i 

(cf. Gl. (49) und Fufimote S. 16). 



I 
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9. Bin einfiuhiM luul bMondns nftislidies Beispiel fBr die An- 
wendiing dieeee Stttne bietet die kgpergeomdri»äie Reihe, also die An- 
nahme: 

a (a-f \) ■ ■ ■ {a-\- V — \) ■ h ■ {h + 1) • ■ - (6 + » — 1) 



(57) m 



c . (c -I- 1) . . . (e -f » — 1) . 1 ■ 2 



(wo a, h, c beliebig komplex mit Aueschinfii gernrnKMiger negaHoer 
Werte). Man hat liier zunächBt: 

(fS(\ _!L- (f + DCf + c) -I- (1 -I- c) » 4- c 

a,^.,^(» + a)Cw+&)"^ IT« + (a + + «6 • 

Setit man: 

^^^-^ »•-|-(a+6)i» + a6 

80 folgt dnreh Hnltiplikation mit + (a + ()» + aftt 

(H.c-a-6).«' + (c-a6)-&» + (a + t).t + ^ + (l + ^:^ + ^J).r, 

ond daher: 

1 + c — a — 6, 



(80) 

also: 



, /.II 

c — ab — (" + "/ k ' - 



Um r, — c — aft — (a + 6)Ä 

(d. h. ondlich ). 

Da hiernach 9i(A-) — 1 -\- SR{c — a — h) wird, so folgt ans dem 
obigen Satze, dafs die hypergeonieiriHclie Hcihe für ^ 1 noch ahso- 
lut konvergiert, weim: iER(c — a — 6)> 1; daib sie für ,^ , — l,auit Aus- 
nahme Ton x^^l selbst, noch bedingt konvergiert , wenn : 0<9i(c— a— ()^1; 
dnfii sie endlieh in dem noch ttbrig bleibenden Falle ^(e—a—b)^0 
für ansnahmslos divergiert. 

Die spesielle Annahme; h^e, a^ — m, x^ — g li^rt dann 
nooh die entsprechenden Beaiütate Är die hinmisdie Reihe 

w ■ (w - 1) ■ ■ (m — V 4- Ij 

Hfinehen, Febmar 1902. 
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Paul Arrsu.: 



Snr le degr^ de r^alit^ d'nne courbe algöbhque k 

coefflcieatB röels; 

Par M. Paul Appell i P«iu. 

1. Je me propuse de preseuter quelques remarques elementaires 
BOT k dlSnitum d'u nombre qii*on pomndt iq^eler le deffre de rAäUi 
on k rMitä dHme eoiirbe algebriqae h coefficienit tMb, 

1) üue ^oatüm algftriqne entitee en x, h ooeffidentB iMb, 

fix) = o^af + a^oT'^ -|- . . . + — 0, 
adme^ saiTaDt Im cas, n, m — 2, » — 4, . . . xBomes reelles; on peut dive 
qne Bon degr^ de rtialii^ eet — 2, » — 4, . . . 
U^vatimi lendne homogkie 

(1) f{?i* y) - + o^af + • • • + «.jT - 0, 
reprteifcey pur rapport ü an ^sttan« d'azM 0« efe Oy un fiuMeaa de n, 
fi — 2, » — ^ . . . dioitai iMei^ &iaoeiin de riaUlin, » — 2, n — ^ * . . 

8. Soit mM'wtBnant une coorbe elgAriqoe qiielc<niqiie d'ordie m 

(2) f(«,y)-o 

a ooeffidents rMs. S'fl eziste vn nombre cantiMrisaat le i$gi4it HaiiU 
de eette coorbe, oe nombie doit remplir lea eonditicma BolYantes, par 
analogie avec ce qui a lieu pour un polynAme nne Taiiable. 

Lonque la courbe (2) se decompose en deux courbes d'ordre 
moindre, le dnjrv de reulitc de cette courbe doit ötre la aomme dea 
degr^B de realite des courbes oomposantes. 

Le degre de realite d'uue courbe doit rester le mriiif ijuand on 
fikit une transt'ormatiou homographique quelconque ä coet'ticicnts reela. 

Examiiioiis successivement, ä ce poiut de vue, les courbes des 
ordres 2, 4. 

Ckmritea äu deuxiime anke. Soit nne eoorbe dn denadtene ordre; 
aon degr£ de r6alit6 sera 2, ei die est une ellipse rMle, nne porar 
bole, une byperbole, ou un syst^e de deux droitee r^eUea. S<m 
degr£ de r&i]it6 sera au contraire 0, si eile est une ellipae imaginaire 

ou un Systeme de deux droites imaginaires conjuguees (point isole\ 

Camites du tromenie ordre. Une eoorbe da troisieme ordre, d^ 
coxnposee en une droite et une conique, aura pour r^Ue 3 oa 1 soi- 
TBOt que la couique aura pour realite 2 ou 0. 

D'apres cela, une courbe du tnusicin»' ordre aura pour rr'alifr 3, 
si eile est fomiee de deux branches reelles distinctes ou si eile jireseute 
un poiut double a tangentes reelles^ eile sera de realite 1, si eile ne 
prännte qa*ane aeule branehe oa si eile a un point double iaolä 
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II ya de soi que le mot brauche doit etre pris dans le seus 
projectif: ainBi une hyperbole est formee d'one seule blanche. 

Courbes du qiiatrüme ordre, Dans le mfime <»dre d'iddea, une 
coofbe d« qnatriime ordre devm 6tre regaxdte oomme de rhUid 4^ 
■i eile m denx on im plus gnuid nombre de brencheB reelles dietinetefl^ 
oa ri eOe pr^nte, avee on saiu d'antres singiilarit^, nn point double 
taugen tes reelles; eUe Mra de reaUH 2, ei eile est formee d'une 
Beule brauche reelle accompt^^ ou non de points isoles. Enfin, eile 
sera de realite 0, si eile ne possede pns de branohee reolies^ OH ri eile 
posscde seulcment des points siuf^iiliers isoles. 

Par exeinple, eu prenant deux points tixes 0 et 0', planes ä la 
distance 2a = 00' l'uu de lautre, 1« licu des pomts M tels que 

MO'MO' = 

est une courbe du quatri^me ordre: cette courbe a comme d^;r6 de 
Mii^ 0 quand = 0, 4 quand 0 < /c« < «», 2 quand > a'. 

Je u'entre pas actuellement dans plus de details et je me bome 
en tenuiuant ä indiquer une application de cette notiou. 

3« Considerous les courbes ayant pour et^uation 

(8) A«.« J^J^n 

courbes qni ont ete consider^es par nermite dans ses recherches eur 
les polyunnies a denx variables analognes aux yiolynömes .Y,, de 
Legendre. Ilermite a montre quo, en laissant de cöte los droites pou- 
vant j>r(>venir de ce que le polyuome (3) contient x ou y en facteur, 
les courbes (3) sont situees dans le cercle ■\- ^ — 1 Q\ mais il est 
inobftble qoe ees courbes sont de rialUtS m + n, pur enalogie avee oe 
ftit que le polynftme de Legendre est de ritäitd n. 

Amei ponr m — 1, « » 2, la courbe (3) ae eompoee d'une droito 
et d''ime ellipae iMle (jrMUä 3). Pour m — 2, n — 2oiiaIa courbe 

(4) 6a;* + 5y* + 18«»y*-««*-6^ + l=-0 

qni est form^ de deux branches distinctes (riaUtd 4). 

Un fiut da m&ne geure doit se präsenter pour lea poljm&mea h, 
denx variables ^ , „ „ „ , , 

^ gm+«j^^y n X* -f- y« - 1)" + "] 

que j'ai consider^ dana VArdiiv der Mathmatik und Physik (3) 1^ 71. 
L'bypoth^ IN — 1, n — 1, donne la mdme conrbe (4). 

Paria, 19 juin 1902. 
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Ob«r die EosBtniktioii tob IsaplieDgoii auf FlAdien 

2. Ordnung. 

Von K Wehtnoldt in KieL 
Einleitiui^. 

In seinen Arbeiten über dip Tbeorie und Darstellung der Beleiicli- 
tung gesetzmäfBig gestalteter Flii«lipu hat Herr Burmester*) auch in 
ausführlicher Weise die Flächen 2. Ordnung behandelt. Der dabei 
angewandten geometrischen Beleuchtung lie^t die Annahme zu Grunde, 
dafs die Flächen von einer unendlich fernen konstanten Lichtquelle 
bestrahlt werden, und (IhIs die Bele\i(htungsintensität eines Flächen- 
elements proportional dem Kosmus des Winkels ist, den die Flächen- 
normale mit der Richtung der parallelen Lichtstralilen bildet Ffir 
diese „wahre" BeUaohtuug hat Herr Burmester die Eonstraktion der . 
Isophoten oder Lioh^Leiohflgrii d. h. der Knnren, weldie anf einer be- 
leachtetoi Flache die Punkte ^cher Intemnlat Terhinden, wi Fliehen 
2. Ordnung rollstiuidig durdbgef&hrt Er hat die Konstruktion anf 
eine solche von kfmaentrischen Kreisen mid Yon Aehseosehnitten der 
Flächen 2. Ordnung zurückgeitilui.^ 

Von der wahren Beleuchtung hat Herr Burmester die „schein- 
bare" unterschieden, welche nicht allein von der Stellunt; der be- 
leuchteten Fläche gegen die Lichtrichtuntj. sondern auch von der I^agti 
der beleuchteten Hächenelemente gegen tiie Sehrichtung abhängen soll. 
Die sclieinbare Beleuchtungsintensität nimmt er bei schwach glänzenden 
Fl&ehen proportional dem Ph>dnkte der beiden Eosinns der Winkel 
an, welche die FlSchennoimale mit JAeki- und Sehrichtong bildet 
Diese Annahme^ wdche dem Lambertsehen Satzsy dals die Helligkeit 
einer ranhen ESrperoberflSche nnabhfingig Ton der Sehrichtnng sein 
soU, widerspricht, ist zwar beanstandet worden und liat keine all- 
gemeine Anerkennung gefunden'), f&hrt jedoch, wie die Untersnohiingen 



1) L. Burmester: Theorie tmd Darstellung der Beleuchtung gesetzniäfBig 
gestAlietcr Flächen Loi]>zig 1871. — Derselbe: Über Isophoten. Zeitaohrifl für 
Mathematik und Physik. 14, 1869. 

S) L. Burmester, 1. e. { ftO— 64. 

S) Genauere Angaben findet man 7.. B.t Wienert Darstellende Geometrie. 
Bd. h Leipug 1S84. §§ 60—58; 474— 49S. 
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Ton H«rm Bnrmester gweigt habeaiy za mterMwmtcn geometriflch«! 

Sätzen. Er hat nämlich auch für diese scheinbaie Belenchtong die 
KomBtraktion der Linien gleicher Beleuchtnngsintensität oder Iso» 
pTiongen (Hellegleichen) für eine Reihe yon Flächen angegeben. 
IJt'i den Flächen 2. Ordmuif? ))pscliränkt er sich jedoch auf den Spezial- 
fall, da£9 die Sehrichtung einer Achse der Fläche 2. Ordnung parallel 
läuft.') 

Der Zweck der folgenden Arbeit ist nun, den uUgemeiuen Fall, 
in welchem nicht nur die Lichtrichtung, sondern auch die Sehrichtung 
beliebig za den Aduen der FISehe 2. Ordnung gelegen ist, der koa- 
rtmktiyeii Behandtang nt untefuehen. Mittlenreile hat Herr Bich. 
HflUer') auf Grand hintorlassener Papiere Ton Wilhelm Stahl auf 
'jma geomeixiielimn Wege üntersodiiuigea fiber die ]bopliengen der 
Flachen 2. Ordnung ausgeführt, welche die Resultate Burmesters in 
Bezug auf diese Flächen TeraUgemeinem, aber insofern sieh nicht mit 
den folgenden Untersuchungen decken, als sie auf die dgentUohe Kon- 
struktion der Isophenfien nicht eingehen. 

Es ist mir uuu ttfluiif^eu, die Konstruktion der Isophengen der 
Flächen 2. Ordnung aucli im }^iuiz allgemeinen Falle auf die Isophengen 
der Kugel und damit auf die Konstruktion eines Kreisbiischels und 
aul" die Koustruktiou von Achsenschnitten der Flächen 2. Ordnung zurück- 
sdifBluren, nnd zwar aof Bltnlii^«n ^^fit ™ m Herr Burmester 
fBr die Isophoten gethan hat^ 

I. 

SigeuMhaften der Isophengen und Isophangoiden der FUohen 

2. Ordnung. 

In Besag aof ein rechtwinkliges Koordinatensystem sei die Gleichung 
einer bdeoohteten FlBche: 

(t) P(a^y,<r)-0. 

Die Richtnngskosinus der parallelen Lichtstrahlen seien 1^, 1^, L, die 
der Sehstrnhicn , welrlie für ein in uueudlicher Entfernung gedachtes 
Auge parallel laufen, seien Sg, Sg, s,. Dann ist, wenn die Helligkeit 
eines Flächenelements, auf welchem Licht- und Sehrichtung senkrecht 



1) L. Burmester: 1. c. § 86 — 87. 

S) R. Mflller: laophotoD und Isophengen, iubewmdere auf dem fUdien 

S. Ordnung. Archiv der Mathematik und Fhjsik (8) L 8. 106. 
8) Burmeiter: 1. c B. 247. 
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■Mieii, als Einhat genommeD wird, die eebMnbwe BdeocbtnngBiateonlit 
eiiiM beliebeten FlidieiMlememtB; 




Diese Gleichung, die für eine Reihe bestimmter Werte von H im all- 
gemeinen ein Flächenaystem darstellt, nfimlich das System der Iso- 
phengoiden^), liefert in Verbindung mit (1) die Kurven gleicher Helle. 

Solange über die Lieht- imd Sebriebtcmg keine besonderen Yorens^ 
eetnmgen gemecht werden, können wir, obne die AUgemeinbeit der 
üntarradimig m bewdixinken, die Qleiehmig der Fliehe 2. Ordnung 
all anf die ^uptaehmn tnoeformiert mmiAwimi 

Die Gkiöhimg einer aentriaehen Fliehe 2. Ordnung aei daher: 

W+ Cj"— D - 0. 

Dann iai die allgemeine Gleichung des Isuphengoidensystems dieser 
Fliehe: 

^" (-4^)' +(C«)« 

Ana dar Oleichmig (III) ergeben aieh iDr die laophengoideii nnd {Ue 
laophengen der aentriaehen FUdien 8. Ordnung folgende Eigenadialten: 

1. Die laophengoiden aind im allgemeinen Eegelflieben 2. Ordnung^ 
die den Mittdpankt dieaer FUuihen ala gemeinafibaftlioben Mittelpunkt 
haben. 

2. IHe laophengoiden bleiben filr alle Ihnlieban aentriaehen Flficben 
2. Ordnung onTeiänderi 

.3. Die Isophengoiden aller zentrischen Flächen 2. Ordnung sind 
af&u, da D in der Gleichung (III) fehlt, und x, a bezüglich die 
Faktoren B, C haben. 

4. Die Isophengen der zentrischen Flächen 2. Ordnung sind auch 
im allgemeinaten Falle, ala Schniiiknrven einer Fläche 2. Ordnung mit 
Kegeln 2. Ordnung, Baumkorven 4. Ordnung. 

5. Sie k^uien nieht in euie Baumknrve 8. Ordnung und eine 
Gerade aerfiJIen, da ein Kegel, deaaen Spitae im Ifittelpunkte der 
aentriflohen FUUsbe 2. Ordnung liegt, mit dieaer keine Gerade gemein 
haben kann. 

Die Haoptaehaengleiohung einer nicht zentoiaehen Fliehe 2. Ordnung: 
il«"+By»-2D*-0 

1) Bnrmetter: 1. c 8. 86S. 



Digitized by Google 



über die Eonitrnktion von bophengm uf Flftehen 2. Ordnung. 25 
agiebt alt Oleiehmig de« Isophcngoidensystoms dieser FBche: 

Es gelten daher hier die SStze: 

6. Die Isophengoiden der uicht zentrischeu Flächen 2. Ordnung 
sind im allgemeinen Cy linderflächen 2. Ordnung, deren Erzeugende 
mit der jsr-Achse ujid daher mit der Hauptachse des betreffenden Par»- 
boloids paialkl knfen. 

7. Die laophengoiden aller nicht BenAnleii Ftftcheii 2. Ordnung, in 
denen keime d» Gxfilken ^ ^ D die Werte 0 oder oo haben, aind afiBn. 

8. Die Iao]diengen aiuih dieaer Fßchen aind BanmkorTen 4. Qrdniing. 

9. Diese Raamkurren 4. Ordnung werden in eine Baumkurve 3. Ord- 
nung und eine gerade Linie zerfallen, wenn eine Gerade der Fläche 
mit einer Erzeugenden der Isophengoide maainmenfalli Da die Geraden 
der Flache die Gleichungen: 

haben, die Eraev^poden der Cylinderflaehen aber der jv-Adiae parallel 
laufen, ao kann dies nur eintreteii, wenn A — oo iel^ d. h. die Geraden 
selbst im ünendliöhen li^n. Im ünendlidien werden das Panboloid 

und die Cylinderflaehen aber eine Gerade gemeinsam haben, wenn die 
Glieder 2. Grades in der Gleichung der Cyliiiderfläche entweder den 

Faktor yÄx + y^By odrr den Faktor ^Äx - V- Bij enthalten. 
H wird sich immer einmal so bestimmen lassen, dafs der eine oder 
der andere Fall eintritt. L>aher werden unter den Isophengen der 
Paraboloide zwei Kurven 3. Ordnung vorhajiden sein, die durcli je eine 
der reellen oder imaginären unendlich fernen Geraden der Fläche zu 
Kurven 4. Ordnung ergänzt werden.*) 

Die eben anijgefQhrten Eigensdufiben der Isophengoiden nnd Iso- 
phengen Bind TOB Herrn Bnrmeater ebenftUs gezeigt worden, aUer^ 
dinga inunor nur ftr den Fall, dafii die Sehriehtnng mit einer der 
HauptadiBsn der SlSche MiMmmfiifil^llt , 

Herr R. Müller hat die Eigenschaften 1, 4, 6, 8 und 9 auch fOr 
den allgemeinen Fall wf einem NVege abgeleitet, der von Wiener") 
für die laophoten angewandt ist. Es sollen jetzt noch die übrigen 
angeführten Eigenschaften, welche fiir die folgenden Untersuchungen 
wesentlich sind, auf demselben rein geometrischen Wege bewiesen 

1) B. HflUer: 8. 17S. 

1) Wiener: Lehrlrach der danteDendaii Geometne. Bd. II. Ldpsig 1887. 
8. «tt. 



Digitized by Google 



26 



E. WsiinioLDT: 



werden. Wie es ebenüftUs bcIioil Herr Fiedler in seiner durstoUendeii 
Geometrie*) bei den Isoplioten herrorgehoben hat, sind die Isopbengan 

Berührungslviirvcii <l«'r l''liiclu' 2. Grades mit DeyeloppuMen, deren 
Riclitiingskogcl Kcgf'l gleicher HelligktMt sind, oder welche je einem 
Kegel gleicher Helligkeit im Unendliehcu berühren. Die Kegel gleicher 
Helligkeit eiiid aher konfokalo Kegel 2. Ordnung.*) Es handelt sich 
also um die gemeinsame nhwickelhare Fläche zweier Flächen 2. (irades, 
vou denen die eine eine im Uuendlichen gelegene Kurve 2. (Jrades, 
nämlich die Sclmittkurve eines Kegels gleicher Helligkeit mit der un- 
endlich fernen Ebene ist. Die Aufgabe, die gemeinsame Deyeloppable 
zweier Fliehen 2. Ordnung Ui und und ihrer BerOhrangskarre mit 
der dnen Flädie m &iden, kann aber auch in die reaiproke Auf- 
gabe Terwaadelt werden, die Sehnittkurve dieser letzten Flache mit 
der Besiprokalflache von in Bezog auf Ui zu konstruieren. 

Li unserem Falle sind Kurven 2. Grades in der unendlich 
fernen Ebene, ihre Reziprokalflüchen in Bezug auf üi sind daher Kegel 
2. Grades, deren Spitzen im Mittelpunkt von i^^j liegen. Da sie aber 
aus der Flüche [\ die IsfiplitMi^/on au.ssohneiden, so sind .sie die von 
Herrn BurmoKter al.s l.snplunmMiIcti l^czeichneten Kegeltlüchen. Da 
aus tliesem Gedankengange ganz allgemein folgt, dals die Isophengoiden 
Kegel 2. Grades sind, so ist damit auch bewiesen, daXs die Isophengen 
im allgemeineil BanmlnuTen 4 Ordnung sind. 

Es folgen nun aber hieraus auch die Sätze 2 und 8 in ihrer All- 
gemeinheii l^ben wir zwei zentrische Flachen 2. Ordnung Fj und V^, 
derm Mittelpunkte und Adisen zusammen&lleny so ist bei gileioher 
Seh- und Lichtrichtung je eine Isophengoide dieser beiden Flachen die 
UeziprokalkegelÜäche üj oder 1?, einer und dersellM n Kurve (f in Bezug 
auf zwei Flächen V^ und Fj. 7?i und i?, sind daher kollinear und 
im besonderen affin, weil V\ und denselben Mittelpunkt haben, 
und deshalb den Punkten von 7?j in der unendlich fernen Ebene auch 
solche von 7', entsprechen. Die Isophengoiden der zentrischeu Flächen 
2. Ordnung sind also aftin. 

Sind nun Fj und K, ähnliche Flächen und daher bei unserer 
Annahme audi ähnlich gelten, so berühren sie sich im Unendlichen 
längs einer ebenen Eurre Die beiden in Bezug auf J\ und 
gebildete Reziprokalkeg^elflächen it| und JR^ werden mit der unendlich 
fernen Ebene zwei Schnittkuryen ^| und ^| haben, die beide polar zu 
derselben Kurre 9» in Bezug auf sein mfissen und daher zusammen- 



1) Fiedler: Die darstellende Geometrie. I. Aufl. Leipzig 1871. 8.477. 

2) E. Maller: 8. 187. 
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fUkn. Da die EegelflSehen und anlsaideiii dieselbe Spitee 
haben, so fallen sie eben&Ua zoflammen* Die Isophengoiden Blmlieher 
Flächen 2. Ordnung sind kongruent. 

In Bezug auf die Isophengoiden zweier konzentrischer Flächen 
'J. Ortlnung und V.^ mit denselben Achsen läfst sich noch folgender 
Schlul's ziehen. Das gemeinsame Pohirtetraeder der beiden Flächen 
und besteht aus den drei llauptebenen und der unendlich forn»*u 
Ebene. In je zwei in Bezug auf Fj und F^ gebildeten rezijjrokcu 
Systemen werden demnach die Hauptachsen von l\ und I g ein l'aar 
eiitqireGhender Tripel za emander Mokreoliter SfaraUmi sein. Die 6e- 
ziehung zwischen den entsprechenden Punkten der affinen Eegelflachen 
und kaim daher ansgedraekfc werden doidi die Gleiehongen: 

wo die Gröfsen x, y, z, |, r^, t die rechtwinkligen Eoordinatoi der Pnnkte 
der Flächen und in Bezug auf die Hauptachsen von Vy und F, 
als Koordinatenachsen sind. Dif Isophengoiden 7', und 7?,, w«M-den 
also durch El>eu<*u, die zu einer der Haujitacliscu, etwa der r-Achse, 
der beleuchteten Fiächeu senkrecht stellen, in al'Huen Kegelsdinitten h\ 
und Ä-j geschnitten, für welche die Geraden, die den anderen llau])t- 
achsen von F^ und F, parallel laufen, entsprechende Paare senkrechter 
StnUen sind. Die Sdmittebene dweh B^ kann immer so gewSlilt 
werden, dais das AbnlifthkeitsrerhSltauB der zu einer zwmten Achse T<m 
Vx, etwa der y-Achse, parallelen Sfoshlen in 1^ nnd i^eioh 1 ist; 
dum IbBsumh die Ebenen Ton &| nnd durch ParallelTerscIiiebnng so 
zur Deckung gebracht wodan, dafs X:, und A*, in perspektiver Lt^^e 
sind, die eine Achse von und die Ai^nitätsachse ist und die 
andere Achse der Affinitätsrichtung parallel läuft. Von dieser Eigen- 
schaft der ebenen Schnitte der Isophengoiden wird im IV. Abschnitt 
Gebrauch gemacbt. Sie wird dort auch aus der üleichuug der Iso- 
phengoiden gericlilossen. 

Bei deu nicht zentrischen Flächen 2. ()r(humg, den Paraboloiden, 
betrachten wir zwei Flachen F^ und F„ die gemeinsame Hauptebenen 
haben. 

Je zwei bophengoiden J2i nnd B^ von und sind koUinear 
als Beziprokslflichen einer nnd derselben im ünendlidien gelegenen 
Eure in Bezug auf Fj und F,. Zwei Flachen B^ und B^^ die zu 

danselhen dritten Gebilde reziprok sind, haben aber in einer gemein- 
samen Tangentialebene der Flächen, in Bezug auf welche sie reziprok 
sind, entsprecbende Elemente. Da für F, und 1', ^^^^ unendlicb ferne 
Ebene eine gemeinsame Tangentialebene ist, so müssen die in dieser 
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Ebene enthaltenen Elemente rem ^ and einander entsprechen. 
Bi und J^, die Isoplieiigoidea sweier Puaboloide, sind daher afifin. 

n. 

Obtr das Isoplieiigensystom der KnguL 
Für eine Kogel Ton der Gleichung: 
(I) a;« + y» + ir«-r« 

bedmtet die YorausHetzung, dafs die Sehrichtnng mit der ;?-Ach8e zu- 
sammeniallt, keine Beschränkong der Allgemeinheit der Aii%abe. Bei 
dieser Annahme ist: 

Daun lautet die Gleichung des laophengoidensystsins: 

Der Schnitt dieses Systems mit einer im Abstände — d vom Mittel- 
punkte senkrecht zur Sehrichtnng, also aar «'Achse, gelegten Ebene 
hat die Öleichnng: 

(UI) H ^r+y.+7i 

Dies ist, wie leicht zu erkeimeu ist, die Uleiehung eines Kreisbüschels, 
dessen Konstruktion von Herru liurmester ausführlich angegeben ist. 
Ich habe ans der obigen Gleichimg eine andere Konstruktion gefunden, 
die sich mehr einem toh Hemi Kandl aiigegobenen YwfthTen an- 
sohliefst^) Die Gleichung (II) Idirt, dals eine Isophengoide, welche 
dem Werte JET entspricht, ein KegA ist, der den Mittelponkt M der 
gegebeDSn Kugel K als Spitze hat und durch den Schnitt der Ebene 
K und der Kugel k toh der Gleichung: 

oder* 

(X - (y _ (g - ii,)*- i 

hindurchgeht Die Kugel h hat den Radius V^, hat ihren Mittelpunkt 

auf der Lichtrichtung in der Entfernung y, "^on M und geht durch 31. 
Sie bleibt für alle Isofdiengen desselben Systems unverändert. Die 

Ebene z - H ist eine zur Onrndrifsebene gezoijene rarallolebone, deren 
Lage sich mit der Helligkeit H ändert, die aber leicht gezeichnet 

1) Julius Mandl: DantaUaag der ■chehibareii Belenebtong knuuner FUUdien 
(direkte Eonitniklitm der lupheiigen). Siti^ber. der Wiea. Ak. ZV. Bd. Abt IIa. 
1896. 
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werden kann, wenn man sich von M aus die Intonsitätsskala H = + If 
+ 0,9, 4- 0,1. 0, — 0,1, ■ ■ ■, - - 1 auf der r- Achse al)triipt. 

Um demnach die (iruiidrii'sprojektiou des Kreisbüschels zu tiuden, 
zeichnet man im Aufril's den scheinbaren Umrifs der Kugel A' mit 
Hille des Griundrisses ^ und des Aufrisses der Lichtrichtung und des 

M 

-■/ 




Radius, den man gleich der Strecke 0,5 des lutensitätsmafsstabes nimmt 
(Fig. 1). Den Kreis /.g schneidet man durch Parallelen, die durch die 
Teilpunkte der lutensitatsskala senkrecht zur ^- Achse gezogen sind. 
Die Schnittpunkte, z. B. «gfe,, projiziert man von M aus auf eine im 
Abstände — d von M gezogene Horizontale nach (/, und e^. Die 
Sireeke e^d^ ist die Vertikalprojektion des SchmtttreiseB emer bo- 
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phengoide mit der Ebene E. Ans der Symmetrie der ganzen Figur 
zu der durch M und den Lichtstrahl senkrecht zu /-,' gelegten Ebene 
folgt, dafs der Mittelpunkt der Ilorizontalprojektion des Schuittkroises 
auf /, liegt. Den Mittelpunkt von c^d^ projiziert man daher auf /, 
nach f\ imd schlägt tun /*, mit \ €^d^ als Radius einen Kreis. Derselbe 
ist ein Kreis des KreiBbiischela (III) und zwar derjenige, welcher zur 
Helligkeit H gehört. 

Die Eonslaniktioii kann auch folgendexmafiien im GnmcIriliB allein 
aasgefährt werden (Fig. 2). Man legt dnreh die liGhtBtrahMehtuug / 




and durch M eine Yertikaleben^ welche die Kugel h in einem Kreise X 
und die Ebenen «r — IT in Geraden parallel 2^ adbjieidet. Man dreht 
die Ebene um ihre Spar mit der Ebene — ^ in die Horizontal- 
ebenek Man erUQt die nmgelegte Figor, indem man in der Projektion 
Jlfi des Mittelpunktes der gegebenen Kugel K ein Lot zur Lichtatrabl- 
Projektion 7, errichtet und dasselbe gleich d macht. Der erhaltene End- 
punkt ist der umgelegte Mittelpunkt M und das Lot die umgelegte 
Sehrichtung. Durch M zieht man eine Gerade von der Länge 1 unter 
einem Winkel v gegen l^, der gleich ist dem Neigungswinkel des 
Lichtstrahls gegen die H(iri/.(»utiile. I ber der Strecke 1 als Durch- 
messer zieht man einen Kreis und durch die wieder von M aus auf 
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der nmgel^tSD «-Achse abgetragenen Teilpnnkte des Intensitätsmaf»- 
stabes legt man Senkrechte zur xr-Achse. Durch je zwei Schnittpunkte 
a und b, welche diese Senkrechten mit dem Kreis X bilden, gehen zwei 
Mantellinien der Isophengeukegel. Die Strecken c^ r/, , >yelche je zwei 
zusammengehörige, durch M gehende Mautt llinien auf /, zwischen sich 
fassen, sind die Durchmesser der Kreise des Kreisbüschels III, welches 
nach Herrn Burmester als Hauptkreissystem bezeichnet werden soll. 
Die über diese Durchmesser gezogenen Kreise sind in der That die 
Schnittkreise d«r Ebene E mit Kegeln, welche in M ihn Spitze haben 
und dnioh die Schnitftiwae der Kogel h mtd der Ebenen JJ hindoreh- 
gehen. Dicgenigen Senkrediten war Achse, welche den Sjms X be- 
rtthreUy eigeben Kreise mit d«n Badins 0 nnd daher die Qrenzpnnkte 
P und Q des Hauptkreissystems. Führt man die angegebene Kon- 
struktion auch für den Punkt M der ;er-Acbse mit der Intensität if=«0 
durch, so läuft die eine Mantellinie zu 7, parallel, die andere geht in 
die in itf an A gezogene Tangente über, und die beiden auf /j ent- 
stehenden Durchnipsserendjuinkte haben eine unendlich grofse Ent- 
fernung von einander. Der Kreis wird zur Geraden, die in O auf 
senkrecht steht, d. h. zur itadikalachse des Kreissystems. Ihr entspricht 
die Intensität Null. Aus der Konstruktion des Kreisbtlschels geht 
herror, dab er ein solcher mit reellen Greospunktem, daher mit imagi- 
niren Sdmittpnnkten isi 

Hit Hilfe des HaaptkreifliTstemB haben Herr Bnrmester nnd 
Herr Mandl die Isophengen der Kogel als Dorchdringongskorren kon- 
struiert. 

Wir wollen jetzt annehmen, dais die Sehrichtung .s- nicht niit der 
r-Acbse onseres Koordinatensystems psialifil läuft Daun lautet die 
Gleichung des laophengoidensystems: 

Schneiden wir dasselbe wiederum durch ^e zur ^^-Achse senkrechte 
Ebene E', also durch eine zur Sehrichtung geneigte, die von M den 
Abstand — d hat^ so erhält man ein Schuittsystem £' von der Gleichung: 

( VI 1 H~SfH +J«?L- '^("'^ + V-^^) . 

£' ist ein Kegelscbnittsystem, das zentralkollinear zu dem Hauptkreis- 
eystem £ liegt, welches durch eine Schnittebeno E senkrecht zur Seli- 
richtung aus dem Isophengoidensystem der Kugel erhalten wird. Durch 
Drehung um die Schnittlinie beider Ebenen kiuiu man entweder Z' in 
die £bene E' oder 2^' in die Ebene E umlegen. Nach der Drehung 
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sind die beiden Systeme £ und Z' noch in /©ntralkollinearer Lage, 
für welche Zentrum, Arbsp und rjogeuacbseu leicht angegeben werden 
können, so dafs 27' aus dem Kreisbüschel hergestellt werden kann. 
Der Kegelschnitt))iis(licl £' mit der Gleichung (VI) ist übrigens ein 
spezieller Kegelschnittbüschel. 

1. Er hat stets vier imaginäre Gruudpunkte, nämlich die Schnitt- 
punkte der Geraden: 

and 

8aX + Sgff — 8,d 0 

mit dem imagmiraiL Kreise: 

2. Aus der geordneten Gleichung (VI): 

(ff- (ff- Mf-M-^ 8,h)xtf + a« + fty + c - 0 

folgl, dab alle Eegekchnitfce durdi Brehnng nm dfiiiflelbe& Winkel % 
80 dab: 

ist, auf die Hraptadieen tranafomiert werden können. Die Eegel- 
Bchnitto Ton haben daher parallde Aohaen. 

8. Nehmen wir die Halbierangalinie des apitaen Winkda 2 a, 
welchen die bnden durch d«i MiHelponkb der Kugel gnc^enen Licht- 
imd Sehstrahlen einBchliefsen, ab jr-Aohae, die Halbiernngaliiiie des 
atnmpfiBn Winkele ala y-Adue, ao iat: 

^«"coa», aino», h^O, 

Sx = — cos (Of $p— — sin «0, s, — 0; 
daher Gleichimg (V): 

TV coso'g' — Bin (u'y* 

Daraus folgt, dafs der Kegelschnittbüschel aus konzentrischen 
Kegelschnitten besteht, wenn die Schnittebene entweder zur Ebene der 
Licht- und Sehrichtung parallel oder zu einer der Halbierungslinieu 
des Winkels zwischen Licht- und Sebrichtung senkrecht steht 

Die Eigenschaft 1. hätte auch aus der kollinearen Beziehung von 
2' zum Kreisbüschel 2J, welcher ebenfalls vier imaginäre Grundpunkte 
hat, gefolgert werden können. Der Satz 2. ist ein Spezialfall des Satzes, 
dala FlSchen 2. Giadea mifc dasselben KrMaachnitfeebenen mit jeder 
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Ebene Sehoitfee toh puallelfiii Achsen beatimmen.^) Die laophengoidm- 
k^jel der Engel werden jdnüieh nicht nur doreh eine Ebene senkrecht 
zur Sehriehtm^y aondem, wie aus der Symmetrie der Gleichung (V) 
in Bezug auf S und l hervorgeht, auch durch Ebenen senkrecht zur 
Lichtrichtung in Ereisbüscheln geschnitten, lind also Kegel mit ^ 
meinschaftlichen Kreisachnittebfinen. 

m. 

Eoiutniktion der bophengen, wenn die Sehrlohtiuig In einer 

Hanptebene liegt 

Wir wollen bei der Isophengenkonstruktion der Flächen 2. Ord- 
uimg zunächst den Fall behandeln, dafs die Sehrichtung zwar nicht 
parallel einer der Hauptachsen, wohl aber parallel einer der Haupt- 
eibenen gelegen sein soll. Bei der DanteUnng in orthogonaler Pro- 
jektion ist die Sehrichtiuig bei den Gmndzifsisophengen senkrecht aar 
Gmndrilsebene. Wir legen die Äusham nnseres Eoordtnstenijstems in 
die Hanpteclisen der Fliehe 2. Ordnung. Die Sehriditnng s li^ in 
der jpjr-Ebene gegen die ar-Achse unter dem Winkel a geneigt Die 
xg-^Ebeae selbst laufe mit der Aufrüsebene paraUeL Der Lichtrichtnng 
erteilen wir wieder die Richtungskosinas 2«, lg, l,. 

Ffir die seutrische fläche 2. Ordnung: 

Äaß+ Äf»-f Os«— D - 0 

ergiebt sich dann das Isophengoideusjstem: 

Legen wir dnroh dieses Isophengoidensystem in einem beliebigen Ab- 
stände — J Tom Mittelpunkte M der FUUshe eine Ebene E senkrecht 
zur Achse, so ist die Gleichung dieses Sehnittsystems, welches wir 
nut Hl bezeichnen woQen: 

Q^Ä» -f lyJBy — 1,0 OM a« ~ 0 sb uJ) 
^ (4«)"+(lly)"+(C4)" 

Diese Qleichung geht durch die Abkürzung: 



1) Selmon-Fiedler: ABalytisolie Geometrie dee Baumes. 1. Teil. Leipaig 
1879. S. 121. 

▲nhiv d« lUttMMUk oad PIqrrik. m.B«Ui». IV. S 
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über in: 

_ ('4+'>v-'- )( 7"--H 

Nehmen wir nun für eine Kugel, deren Mittelpunkt M' im Ah^tando 
d — a' von E auf der r- Achse gelegen ist, dieselbe Licht- und Seh- 
richtung an und schneiden das Isophengoidensysteni dieser Kugel eben- 
falls durch E, so hat nach II. GL (Vl^ dieses Öchuittsj stem 21 die 
Gleichung: 

Das System 27, ist affin zu E, imd zwar haben beide Systeme die 
J^-Acbse als Aiünitätsachse, und die ^-Ordmaten entsprechender Punkte 
Twrhalteii nek wie a : h. 

Dmdi den Punkt P (Fig. 3), in welchem die Ebene E die «-Aehse 
schneidet, legen wir eine zweite Ebene B' eenkredit rar Sehiichtnng. 
Dieeelbe hat vom Mittelpimkt M' der Kogel den Abstand a sin «. 
Die Ebene E' schneidet das Isophengoidensystem der Engel in dem 
Hsnptkreissystem £'f welches zu dem Abstände d ^ a sin a gehört, und 
das Isophengoidensystem der Fläche 2. Ordnung in einem Kegelschnitt- 
Bjstem 27,. Unsere Aufgabe ist, E[ auf Grund der uns bekannten 
Konstruktion von 27' zu finden. 27' ist die Zentralprojektion von 27 
auf E' und zwar von M' aus, 27, ist die Zentralprojektion von 27i 
und zwar von Jl/ aus e))enfalls auf E'. Femer sind 27 und 27, affine 
Systeme, deren Aftinitätsachse die ar-Achse ist, und deren Aflinitäta- 
xichtuug, die ^-Acbse, in unserem besonderen Falle parallel zur Schnitt- 
kante der beidoi Ebenen E nnd E* linft. Denken wir uns daher noch 
E woM M anf E' projiziert^ so mnfii das neoe System 2j| in derselben 
Benehnng ra 2^' stehen, wie E vi 21^, nämlich za 2^ affin sein. 

Wir haben daher in der horizontalen Hilfsebene E' nnd damit 
snch im Grundrils folgende Systeme ra nntetBcheiden: 

1. das Hauptkreissystem 2^, 

2. das System 27^, 

3. das System 27,', welches zu 27^ affin ist, mit der Projektion 
der iC-Achse als Affinitätsat'hso und dem Ahnlichkoitsverbältnis a : 6 in 
Richtung der zur y-Achse parallelen Affiuitätsrichtuug. 

Da aber 21' und 273 die Zentralprojektionen eines ebenen Systems 27 
▼on zwei verschiedenen Zentren M' und M aus auf dieselbe Ebene E' 
sind, so sind sie zu einander aenlnlkolljneair. Das EollineationsBentram 
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ist der Punkt P, die KoUamtioiiBaiobw »t die Sehnittkanie e der 
Ebaun E und E*, also die dnreh P Mnkxeoht nr as^-Afibee gezogene 
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Oerade, denn alle Qeraden Ton B% welehe dnieh P geheoi, nnd alle 
Pnnkte Ton E% weldhe auf t liegen, werden Ton Jf nnd M' ans in 
dieselben Geraden, beiQglicli in dieselben Pankfee projineri Dnreh P 
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gehen dalier die nch idbet enteprechenden StzahleiLy anf e liegen die 
sich lelbst enteprechenden Punkte der Gebilde £' und Das 
EoUineationBzentrum liegt auf der Kollineationsachee. Die beiden 
Gegenachsen haben daher Ton e gleiche Entfemnng und werden 

folgen dermafsen gefunden. 

Eine zur vertikalen Spur der Ebene J£' durch gezogene 
Parallele trifft die vertikale Spur von E in A. Das Bild des Punktes A, 
vom ProjektiouHzeutnim M' aus auf E' entworfen, liegt im Unend- 
lichen, von M aus aber aui u\ im Punkte Q, dem Schnittpunkt der 
Oenden M^Ä mit E'. Q ist daher ein Pnnkt der Gegenachse im 
System Der zn Q in Bezug auf c symmetrisolh Uegeande Punkt R 
ist em Punkt der swmten Gegenadifle r' im System Die Gogen- 
tueäum und r' selbst gehen durch Q besllglidi JR penllri der 
KoUineationsaohse c. Mit Hilfe der Oebüde P, e, und r* kann das 
^stem Z", aus £' gefunden werden, und aus dann das ihm affine 2?,'. 

Die Konstruktion des Kegelschnittsjstems £^ lalst sich jedoch 
umgehen und die Aufgabe sieb auf die Konstruktion eines Kreissvstems 
znrückliibren, wenn es gelingt, ein dem 2J' ähnliches Kreissystem zu 
finden, welcbes mit in kollinearer Lage ist.') Zu dem Zwecke be- 
trachten wir die involutorischc Punktreibe, wclclie als Scbnitt der 
KoUuieatiousachse c mit deu Kreisen von entstellt, und die iieihe 
der Mittelpunkte dieser Kreise auf der horizontalen Projektion der 
durch den Mittelpunkt der Kugel gezogenen LichtridLtnng. Die Ent- 
fiomungen aller Punkte der inTolutorisehen Reihe e von der jr^-Achse 
▼erindem wir im Yerhiltnis a:h. Wir ftthren daduidi die Punkte 
der Geraden c, wdche 2* und 2^ gemeinsam sind, in dsa System 
lÜbeit. Die Punkte F und F des Kreises 1 geben z. B. in G und H 
über. Um nun einen dem Kreise l ähnlichen Kreis zu erhalten^ 
welcher durch G und H geht, und überhaupt ein 2J' ähnliches Kreis- 
system, welches die neuen Punkte auf c enthält, verbinden wir die 
Mittelpunkte der Kreise, z. B. J von 1, mit P und vtriindem auch 
diese Entfernungen im Verhältnis a : h. Um die neuen Endpunkte, 
z. B. K, als Mittelpimkte werden neue Kreise gebogen, die durch die 
zugehörigen Punkte, z. B. G und i/, der neuen Punktreihe auf c gehen. 
Die entstandenen Kreise bilden ein Kreissystem JS", weldbes dem alten 
2^ Bhnlich ist, und swar ist P das ÄhnlidikeitBsentnun. Die Mittel- 
punkte der Kreise Ton IT liegen anf einer Geraden, die zu ^ parallel 
l&nfl^ in einem Abstand von P, der auch ans dem Abstand ron \ und 
P dureh Yeiinderang im VerbUtnis a : h ]ier70i|{elLi 



1} Burmester: S. 247. 
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Da du EredHyitem mit dem 
die auf c gdegene iBTvdiitoGnselie PnoUraOie «utspteclieDd gemein lial^ 
■0 sind und 21\ anch in koUinearar L^e; c, ist die EollineationB- 

achse; es kommt nun noch darauf an, das Kollineationszentrum in 
finden. Der Punkt des Systems X,^ wird im System 2^,' wieder zu 
weil er auf der Affinitätsaclise liej^, während sein entsprechender 
Punkt in 21' uuondlich fern ist und auch in dem H' ühnlichen 
System Z," unendlioli fern bleibt; ist daher die eine Ge^reiiachse in 
der kollinearen Beziehung zwischen 21" und 21\. Der Punkt Ii des 
Systems 21' rückt beim Übergang zum ähnlichen System 21" auf den 
IkoÜehkeü^uikft P ni uuli .R", so dal« die Entfarmmg PJt'' im 
YerUUtniB a : h veiindert wird, wikraad sein cntBpiBcihflüdeir Pnnlct m 
im Unendliehen liegt und anch beim Übeqpmg mm affinan System 
27,' im üneadliehen bleib! Dabeor ist die in £ xa « geBogme Panllele 
t" die zweite dem System 21" angebdrige Gegenaohse. Das KoUineations- 
xentrom P" liegt auf der Linie VQ ebensoweit von r entfernt^ wie <J von g". 

Mit Hilfe der Grüi'sen c, P", r und 7" kann aus dem mmen Kreis^ 
System 21" das Kegelschnittsystem 21\ konstruiert werden. 

Die Isophengen unserer l'lärhe 1^. Grades, z. B. eines EUipsoids^ 
können aber auch gefunden werden, (dine dafs man die Kegelschnitte 27^ 
zu zeichnen l)raucht. Wir legen durcii die Achse des EUipsoids, welche 
mit der y- Achse zusammen! aüt, erneu Ebenenbüschel; dann erhalten wir 
in dar Ebene des Systems 27, einen ParaUelstrablbtLBchel I, dessen 
aSmilicfae Strahlen znr Eollineatioasaohse c parallel lanfbn, dem daber 
in 2r eben&Da ein ParaUelstrablbüscbd II entsprichf^ der in 27" nadi 
der Eonstniktion kollineaier Systeme gefonden wird. Anf den Strahlen 
des Bfiscbels II erzeugen die Kreise des neuen Ereissystems 27" in> 
TOlntorische gerade Gebilde Gn- Diese G\\ projizieren wir von P" 
ans anf die entsprechenden Strahlen des Parallelstrahlbüschels I und 
erhalten so die zur Isophengenkonstruktion dienenden geraden Gebilde G\\ 
denn verbinden wir die Punkte von (i^ durch Gerade t mit dem Flächen- 
mittelpimkt, dann sind die l)urchsclinitts])unkte dieser Geraden t mit 
der Fläche Punkte O der Is(»iili('iii2;pn derst-lben. Da es sich um die 
Grundriisisophengen handelt, können die Projektionen von 0 im 
Gnmdriis gefunden werden aus den leicht zu konstruierenden Schnitt- 
korren des EUipsoids mit den dnreb die y-Adise gelegten Ebenen nnd 
den Geraden welche die Gebilde Qi mit Jfi Terbinden. Die HeBe- 
pole im bes<mderen findet man, wenn man bei der Eonstmktion anstatt 
Ton dem PaiaUebtraUbtlschel I yon dem Farallslstnhlbttocbel II ans- 
gehfy nnd zwar von den Strahlen desselben, die dnrdi die Grenipnnkte 
des neuen Ereissystems £' lündarchgehea 
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Di« Konstruktion der Anfrifsisophengen fällt hei unserer Annahme 
unter den schon von Herrn Burines ter behandelten Fall, da fOr den 
Aufrifs die Sehrichtung mit der y- Achse, also der einen Achse der 
Fläche parallel läuft. Wäre die r^r- Ebene nicht, wie es im Anfang 
von III. und in den Figuren angenommen ist, mit der Aufrilsebene 
parallt'l, so würden in Bezug auf die Gniudrifsisophengen die Kon- 
struktion durch eine Drehung um die Sehrichtung auf den behandelten 
Fall zurück zn führen sein. Die Aufrifsisop beugen würden aber schon 
nach dam folgandan Absehnitt behandelt weardan mflaaan, da bei üman 
die Sebriehtong aidit vuAa in der «y-Haiqitebeiie der Fliehe liegt» 

Der in IQ. angegebene Eonatroktionaweg UUkt sich nidit im* 
mittdibar auf den allgemeinen Fall ttb e rtrag e n, da dem Verfidbren als 
weaentliidie Vonnaaeftsang an Gnmda liegt, data die AfflnHätariuhtiing 
der Systeme Z und -27^ zur Schnittkante der Ebenen E and E* parallel 
läuft, eine VoranaaetBong, die nicht mehr erfüllt iat, wenn die Seh- 
richtung nicht in einer dar Haaptebenen liegt 

IV. 

AUgemeiier Fall. 

Wenn nun Seh- und Lichtrichtung zu den Hauptebenen der Fläche 
2. Ordnung ganz beliebig gerichtet sind, nehmen wir vorläufig die 
Gruudrilsebcni' und Aufril'sf'bene parallel zu zwei Hauptebenen der 
Fläche an. Die Seh- uud Lichtrichtung können dann in diesen Pro- 
jektionsebenen ans dm Winkeln konstruiert werden, welche sie mit den 
Hauptachsen bilden. Ibt man im Grandiifii und Anfiib die lao- 
phengen ftr die gegebene Sehrichtung konstroier^ so kann durch awei- 
malige Drehung die Sehrichtung senkrecht sur Grundrilaebene gestellt 
werden; der neue GmndrÜs enthalt jetat die GrundrÜttat^hengem für 
die verlangte Stellung der Fläche 2. Ordnung zu der Ghimdritsebene. 
Für die Anfrifsisophengen mQfste eine entsprechende Konstruktion mit 
Uücksicht auf die geänderte Sehrichtung au«igefuhrt werden. 

Die Gleichung einer zentrischen Fläche 2. Ordnung in Beang auf 
die Hauptachsen als Koordinatenachsen: 

eigiebt im allgemeinen Falle das Isophengoidensjstem: 

{Ax)* + iBy)^ 4- (Cr)* 
Durch eine senkrecht zur «er- Achse im Abstände — ^ vom Mittelpunkte M 
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gelegte Eben« E wird es in einem Eegdadinittbllseliel Z| Tom der 
Gkiehnng: 

geaehnitten. Setrt nun wieder: 
80 geht die Oleidning flber in: 




DtitcIi Vergleich mit der Gleiclmng (VI) des Abschnittes II ergiebt 
sich, wie eaoh in L S. 8 bereits geometrisch bewiesen ist, dafs 
affin ist za einem Schnittsjstem 2, welches durch die Ebene E ans 
dem Isophengoidensystem einer Kugel geschnitt^ri ist, deren Mittel- 
punkt M' auf der Achse liegt. Femer folgt, dafs, wenn ihr Mittel- 
punkt M' von E den Abstand (5 = a hat, die in der Kbene E durch 
ihren Schnittpunkt mit der z-AchHO zur jr-Achse gezogene Parallele die 
Affiuitätsachse, eine zur y-Achse gezogene Parallele die Aüinitäts- 
ridhimig ist, nnd ddb dee IkaliehkeitBrecliSItnie in Biditnng der 
y-Afihee den Betrag a : h hai 

Ee wdl nnn geieigt werden, wie man uiter Umgehnng dee 
Syetemi 27 am einmn Ereiabfiedud konsumieren kann. 

Za dem Zwecke l^en wir darch den Punkt P, in welchem die 
Sehrichtung die horizontale Hilfsebene E schneidet, eine Ebene E' 
senkrecht zur Sehrichtung. Die E>)enen E und E' schneiden sich in 
einer (reraden r, welche durch P geht, und deren Crnmdrifsprojektion, 
die mit c selbst parallel läuft und die wir auch einfach mit c be- 
zeichnen wollen, auf der (inindrifsprojektion s^ oder durch den Mittel- 
pimkt M' der Kugel gelegten Sehrichtung senkrecht steht. Die Ebene 
E schneidet das Isophengoidensystem der Kugel in einem llauptkrois- 
system 27^, weiehes dnreh Drehnng der Ebene JS' um c in die Ebene E 
umgelegt werden kann. 

Es soll snnSchst die Eonstmkti<m der Qeibüde aagegeben werden, 
dnroh welohe das umgelegte Hanptkreissyston 27' bestimmt ist FOr 
die Eonstniktion des Hanptkreissystems in der Ebene sind nach IL 
S. 10 eifordeilich: 

1. Die Projektion des Engelmittelpiinktes M' auf die Ebene E', 
d. L der Pnnkt P. 
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2. Der Abstand d des Mittelpunktes M' von P!', d. i. die Strecke 
3f'P. Sie wird aas P und den Projektionen Jtfj und von Jlf' ge- 
funden. 

3. Die Projektion /fc" der durch M' gehenden Lichtrichtuug auf E'. 
Da ein Punkt von Ie- der Punkt P sein mufs, und ein zweiter Punkt 
ab Sdmitfcpimkfc von 2x' und E' aus deif Projektionen Z| mid ^ TOn l 
und dan Spuren tob ^ mit den Koordinatenebanoi geAmden werden 
kann, bo ist Ijr* in bekannt 

4 Der Winkel v, den die Liditriditoi^ l mit der Ebene f bildet 
Er ergiebt sich aus dem Winlnl, den Sebxiebtnng 8 tmd laditriditai^^ l 
miteinander einschliefsen. 

Bei der Ümlegung der Ebene E' um c ia E bleibt der Punkt P 
in seiner alten Lage, die umgelegte Linie Ie kann ans den Projektionen 
von hr in bekannter Weise erfolgen. Daher kann das umgel^te 
Ilauptkreissystem £' in der Ebene E und daher auch im GrundriliB 
aus P, Ie, M' P d und v nach Abschnitt II gefunden werden. 

Da nun £' der Schein Ton 2^ war, so muTs es auch nach dem 
Umlegen mit 27 in ImlHneexw Lage blnben, mid nrar in Bezug anf 
die Sehnittgerade e Ton E und E' als Eollineationaai^ue. Um das 
l^UineationaMiifaram an finden, drehen wir die duoh den Mittelponkt 
M* der Engel mid die Sebriditu^f s am Gnmdrilkebene aaüaeeht 
gel^{te Ebene um s in die Ebene E (Fig. 5). Der hierbei mit* 
gedrehte Mittdpunkt M' der Kugel wird dadurch erhalten, dafs das 
ssur Qrundrifsprojektion errichtete Lot M' = d == M'^N gleich dem 
Abstand des Punktes M' von E gemacht wird. M' P ist dann die 
umgelegte Sehrichtung. Die in M' zu M' V errichtete Senkrechte 
schneidet .Sj in Q, einem Punkte der einen (iegeuachse q, welche im 
System E den unendlichen fernen Punkten von E' entspricht. Der 
um ^ mit <^M' geschlagene Kreis schneidet im Punkte C, dem 
Edlineati(»Mientnim der Systeme E mid 27', die jetst beide in E 
liegen. Dar Pmikt E* der zweiten Oegenaehae r* wird gefunden, indem 
man FE » maeht; r' nnd q selbst werden doreh E* nnd Q vol e 
penllel gesogen. Mit Hilfe Ton ^ C, r' nnd q kann das Eegelschnitt^ 
System Z aus dem Ereisbüsehel 27' konstmiert werden nnd dann ans 
Z das ihm affine 2^. 

Statt nun aus erst 2 zu finden, bilden wir wieder ein zu E' 
ähnliches Kreissystora E", das zu 27, in kolliuearer Lage ist (Fig. 4). 
Die Gerade c der Systeme E imd E' ijeht im System E in eine 
Gerade über, die mit r den Schnittpunkt D mit der Achse 
gemeinschaftlich hat \ind durch einen Punkt P, geht, der gegen P in 
der Afüuitätsrichtung parallel der ^- Achse im Verhältnis a : h ver- 
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«shoben iii Dabei irardot snf die Geside ^ dureh Gendea penUel 

Eor ^- Achse alle Punkte der inTolutoriscIlen Ponktreihe projiziert, in 
welcher c das HauptkrfMssystem S* sehneidei. Die neue Punktreihe 
auf Ci ist der alten auf c in Bezug auf das Ahnlichkeitszentrum D 
ähnlich, aher zugleich um den Winkel P"Z)P= f gedreht. Wir haben 
jetzt Aufgabe, das ganze Kreissvsteni Z" in ein in Bezug auf den- 
selben Ahnlichkeitspunkt T) ähnliches zu verwandeln und y;leichzeitig 
um D zu drehen. Deshalb fallen wir von I) auf welches die Mittel- 
punkte von 2^' enthält, ein Lot IJF, drehen das Lot und />. um JJ um 
den Winkel c und Terkfiizen das Lot im YerhäUnia DFiDF", Dinn 
emchten wir im neuen Endpunkt F*^ m BF" ein Lot V* nnd fiSam- 




n«. 4. 



tragen in demselben Verkurzungsverhältnis DP: DP" die auf Iß ge- 
legene Punktreihe der Mittelpunkte von Z" auf Aus den neuen 
Mittelpunkten und den zugehürigeu auf gelegenen Sehnen kann das 
Kreissystem konstruiert werden. Das System Z!" kann aber auch so 
gefunden werden, dafs man vom Hauptkreissystem Z"' nur P, 1^, den 
Abstand M'P ö und den Winkel v konstruiert, hieraus P", und 
den im Veriiiltnie DP; BT** Torkfixsten Abetamd d" nnd dann warn 
r\ V\ y nnd naeh Absehnitt n den EreiabfledMl S". ST ist r 
Shnlieh, aber ^eiehieitig mit 2^ lantralkdlinear, denn er hat mit 
dai ivrolutorisolie Gebilde eutoprediend gemein. ^ ist die Kolli- 
neationsachse der Systeme H" nnd X^. Der Punkt Q (Fig. 5) der 
Gegenaohse q im System X wird durcli Verkfinen seiner Ordinate im 
Yedbiltnis a : h som Pankte die Gerade g m einer der ans c ent- 



Digitized by Google 



42 



£. Wkikholdt: 



standeucn Geraden parallelen Geraden q^. bleibb aber die Gegen- 
aehae in der zentralkollineareii Beziehung der Systeme und da 
die unendlich fernen Elemente von 2J' auch in £" unendlich fem 
bleiben. Die asweite Gegenachae r" dieaer kollineaien Beziehung er- 




1IS.B. 



giebt sich, indem man R' nnd r' dok Übeigang Ton 27' zn JE?" madiai 
lä&t; dabei wird r" ebenfalls parallel zu e!| (S. 21). Da die Gerade r* 
in U' den unendlichen fernen Pimkten von 2J entHprach und diese 
beim tn)er£^ng zum affinen System 2.', auch unentllioli fem bleiben, 
«0 ist r " in der Thai in £" das Bild der unendlich fernen Punkte 
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▼oai Sg» AoB P", B" noid (f, «rgiebfc sieh in bekumiar Weise all 
Eekpmikfc eiiiM FknUdogumnui das neue Mlinaetiniiiwmli um Cf 

Legen wir nun durch die y-Achae der Flache 2. Grades, etwa des 
EUipsoids, einen EhenenhüBchel, dann erhalten wir in der Ebeno n <>irien 
ParaUelstrahlbÜBchel I, den wir als zum System £^ gehörig betrachten 
können, dem aber im System £" ein Strahlenbüschel II entspricht, 
dessen Mittelpunkt S in der Gej^enachse r" liei^t und leicht koustruiert 
werden kann. Auf den StrahltMi (t " dieses Büschels cr/eugt das Kreis- 
system Z"' involutorische gerade Gebilde. Diese projizieren wir von 
6} aas auf die entsprechenden Strahlen G' des Parallelstrahlenbüschels I 
imd eilialtai so di« inTolatorisduit PimlMliin, weldw war bophengen- 
konstrnktioii dienen. Jede Ebene des Ebenenbflsebels dmch die jf-Achse 
eraengt mit dem EUipsoid eine Ellipse, die im Aafrib als gerade 
Linie ersdieini nnd die im Grnndrifii als Ellipse e^ ans ihnn Aehsen 
leicht komstniiert werden kann. Die Schnittpunkte der GhtmdriliB- 
ellipse mit dem Strahlenbüschel, welcher die Gmndrifsprojektion Jfj 
des Mittelpunktes M des Ellipsoids mit der involutorischen Punktreihe 
auf 'verbindet, sind die Isophengenpunkte im GrundriTs. Die Isophengen- 
punkte küuneu in den Aufrils üt»prtr;igen werden, und dann kann, wie im 
Anfang des Abschnittes IV iingegel»en ist, das endgültige Bild der Grundrifs- 
isophengen durch zweimalige DrehungderProjektionsebeue erhalten werden. 

Uber die Art und Weise, wie bei einem Hyperboiuid mit reellen 
Geradem die Konatniktioii geindeit werden könnte, UUst siok daasellie 
sagen, was Herr Bnrmester ai^^efttlut hat') 

Die (TV) Abeohnitt II angestellte Gl^dinng eines alignneinen 
laophengen^stems eines Paraboloids lehrl^ dafit die GrandrUsprojektioaen 
der Isophei^ien desselben anf eine ta sduer Adise senkreohte Ebene 
mit dem S. 20 betrachteten Schnittsystem kongruent ist, wenn ^ D 
ist und daher wie dieses konstruiert werden können. Da dann die Leit- 
knrven der zylindrischen Isopheugoiden bekannt sind, kann die Konstruktion 
der Isopheugen durch irgend welche bequeme Sciuuttsystenie erinlgen. 

Die angestellte Untersuchung zeigt also, dafs die allgemeine Iso- 
plieugenkoustruktion der Flüchen 2. Ordnung in der That auf die Her- 
stellung eines Kreisbüschel.s und auf die Konstruktion von Achaeu- 
schnitten der Flachen zurückgeführt werden kann. Die Konstruktion 
fallt aber erbeblidi Terwiokalter ans, als bei den Isopboten. Dab bei 
Hem Bnrmester die AnfitteUnng des Isopbengensjstems eigentlich 
dn&oher ist als die des bophotenajstemi^ bemht daran^ dafs die Sdi- 
liditiiiig mit einer Ha^ptadbse der Fliehe snsammenfSlli 

1) Burmeiiter: 1. c. S. 261. 
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ÜlNir di6 Herleitnng 
der Formeln fttr Lebeiunrerslclienmgsprftmien. 

Von B. Osteb in Mannheim. 

Bei der Entwifkclung der in der Lebensversiohernngsinatbeniatik 
auftreteudeu Foruielu iiir die Nettoprämieu, d. h. die um Siciieriieits 
nuehbig und Yorwiltimgskosliaibeitrag yetmm^rlen IWif- ^Irntto-) 
primien, geht man bakannÜidi Ton der Bestimmung «ob, dab die 
cfimtiichen nach denelben Yendeherangsart nnd mit der ^ddien 
Somme Tenicherten Personen eines bestimmten Alters densdben yeir* 
sicheningsbeitrag zn mtrichten haben. Diese Bestimmung der Jhxrdti- 
Schnitts in ethode" wird nun in den gebräuchlichen Lehrbüchern bei der 
Herleitung der Prämienfonneln in der Weise durchgeführt, dafs die 
zukünftigen Leistungen der Lebenden eines Alters an die Lebens- 
versicherungsgesellschaft mit den zukünftigen Leistungen der letzteren 
an die Versicherten - beide Beträge auf die Gegenwart ahgezinst — 
bilaiizu'rt werden und durch Division mit der Anzahl der Lebenden 
der gegenwärtige Wert der Leisumg des Einzelnen festgestellt wird. 
Ist z. B. die einmalige Einzahlung zu ermitteln, die erforderlich ist, 
um einer 2:-jährigen Pexson eine sofort beginnende lebenslanglidie 
Leibrente Tom jübrlidien Betrage 1 m siehern, so setst man 

WO Ii die Anzald der Lebenden des Alters / nach der Sterblichkeits- 
tafel der Qesellschaft nnd " ^ + ^ Anfzinsnngsfitktor fOx den 

Zinafbfii p^/^ den Beohnnngsiinsfafii der OeseUsohafl^ bezeichnet*) Ans 
dieser Gleiehnng folgt 

•» + -7- + -71- + r«^f« + i^r« + »^ 

r» 

1) Die Beieichnangeo sind in der Hauptsache mit der auf den drei inter- 
nationalen Kongrewea der TenichenaignDatheinatiker so BtüBiel (1896), London 
(1899) und Paris (1900) TerainbaiieB „allgemeinen Beneidinnngiwein^ in Ober- 

f jnafcjmtnnny , 
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Li diesAr Endlmnel ist die Summatioii von dem Altengahr x bis 
m dem letitem Altengehr m eiatredLein, dem nach der Ai^abe der 
bemtfacten Sterblioihkeitetttfel noeh Lebende sogehSren. Die Fonnel 
drfiekt die Werte der lebenBlingludieii Beuten durch die Zahlen 

Di = ~, die „diskontierten Zahlen der Lebenden des Altera nnd 

deren Snnimen aus und ermöglicht daiiiit die Rereehnnng einer aus- 
führlii hen Ketiteutafel nach der von Tetens^j gegen Ende des 18. Jahr- 
hunderts erfundenen „Kolunmannethode". 

Das soeben geschilderte Vei-fahreu der Präinieuberechuang tri^ 
einen rein synthetischen Charakter. Für den Aufanger und den ele- 
mentaren Unteiridit iat ea allerdixigs nnentbehrlich; bei tieferem Ein- 
dringen wird neb aber daa Bedflrfiiis nadi dner analytiBchen Entwiche- 
Inng geltend madien, bei der ana dem Weaen der in Betracht 
kommenden Ywaichenuigaart eine allgemeine Eigeoechaft der geenditan 
Primie bezgeleitet und erst die diese Eigenschaft darstellende Relation 
der mathematischen Behandlnng nnterworfen wird. Eine solche ana- 
lytische Methode bietet sich ganz leicht und ungezwungen dar und 
soll im folgenden an einigen der einfachsten Beispiele auseinander- 
gesetzt werden. 

1. Sofort Iteginnemh hhcnalänyliche Leibrente mit einmaliger Frä/miah 
Mahlung. • — a) Jälirlirh zohlhire Heute. Einmalige Prämie: a,. 

Nach der Definition der Rente soll zu Beginn jeden Jahres an 
die noch Lebenden der Keutenbetrag au.s der Kasse der Versicherungs- 
bauk gezahlt werden. Ist daher 1 der Betrag der Rente, so mufs an 
die Ix eintretenden Mitglieder des Alters x sofort der Betrag • 1 ge- 
lahlt werden, und mitÜn Torbleibt von der Gesamtdmaahluug /^a« nur 
der Betrag ^a« — i«. Wflrdoi nach einem Jahre, wo sich durch die 
Yeninsnng dieser Betrag auf (^a« — edhSbt hat, die ^«4.1 noch 
Lebenden eine sofort beginnende Rente des Betrages 1 kaolesn, so 
hätten sie /^c^iax-f-i einzuzahlen, und genau soviel mufs daher alsdann 
die Bank für die Überlebenden ihrer ^ Mitglieder Ttnratig haben. 
Mithin mußi «.)r-«.+,a.+. 

sein. Hiermit ist aber eine Beziehung zwischen zwei autemanderfolgenden 
Rentenwerten, also eine DüSmmaBi^^ik^as^ ftr ?Lg, gewonnen.') 

1) Vergl. Gros HC: Abrif« einer Geschichle der Iyel>eD8versichenu}^iechiiik 
in Deutschland. VereiiukBIatt für Deutsche« VenicheraogsweBen, 39. Jahrgang 
(üerlin 1901), S. 166. 

^ T«i|^ Zillmer: Die mathamaMaelieB Bedunugen bei Lebess» und Benlen- 
Tenidunmgen (Bedin 1887), 8. 88. 
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Nun hat bekanntlich eine lineare DifferaiiMiiglMehiiiig «nfter 
Ordnung ffk+i^ j^mUm — — Gm folgende Lösang: 

wo j^o der den Vozscbrifteu des Problems entsprechend zu wählende 
Anfangs wert von und 77, = F^Fj • • • Jlp—i iet Im Torliegenden 
Falle, wo die Gleichung die Form^) 



fliglebt sich 



Der Werk der GrSbe 9^1^ ULbt aek leicht beBtiinmeD. Eb lei « 
das letste Altervjahr der StorblidikeiUitafel, in dem noch eine Bernte 
geiahlt wird, abo 1« ^ i — 0. W^en der edbetrentioidlichen Beae- 
hung a« >» 1 folgt ans der leiztai Gleiehnng iOr « » o: 



tu — 1 ^ 



mithin 

Es ergpebt ndi daher 



/ <0 , tf *~ 1 I \ '"7 



oder endlich, mit Anwoudmig der diakontiMrten Zahlen und der üblichen 

«•-TT- 

Zn dendben Formel kann man dorch AnflSaong der Differenien- 



1) Derartige Bcziehangen sind schon deshalb von Inteiesse, wril sie sidi snr 
Kontrolle der NettoptAnuentefeha eignen. 
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gteichimgeai höherer Ordnung gelangen, denen a« genügt und die nun 
■af nudoge W«iie erliSlt Ifan findet B. 



and ft Ug fl m«?i n 



oder 



SeM anoi liierin m^a — x, wo 0 die oben angegebene Bedea- 
toBg liftl^ 10 erhSlt man nach einigen Umfocmangan 

1 -SD. 

wie vorher. 

h) Kontinuierlkhe Bente. Mit werde die sofort beginnende, 
kontinuierlich zahlbare Rente vom Betrage 1 für das Eintrittsalter x 
beaeidhnet; ea aei femer h = f{k) die Anaahl dar Lebotden daa 
Alten i, wobei f(k) ala eine differentüeibaro Funktion dea Aignmentea 
Toranacaaetaen iai Ifan gelangt auf dem nntor a) eingeaehlagenen 
Wege an der DifferantialglttdiQi^ 

die an den weiteren ftthrtt 

(t,ä, - + logr . +...)- + • • + •••), 



Daa allgemeine integral dieaer linearen Difliarentialgleiehiiug enter 
Ordnung hntel^ wenn R eine willkOiliche Eonatante beaeiduiet: 



ff. 
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B. Orb: 



Für o; =- oo wird aber 1^ = 0, == 0, also K = ^ dg and 

m 

oder, unter iginft^hrnng der Beoeiduuiiig — » D»: 

OB 

m 

2. Einfache Kapitalverskhirunfi auf dm Todesfall mit einmaliger 
Prämienzahlung. — a) Zahlung der V(^sic}ierungssumme am Ende des 
Sterbejahres. 

Am Ende jedon .Jahres soll die Bank au die Erben der im Laufe 
des Jahres Gestorbenen den Betrag 1 zahlen. Es ist die Prämie für 
diese Versicherung zu berechnen. 

Es sei 1» — Ix+i dx+i die Zahl der im Alter von x Jahren 
d 

Sterbemdeii mid C» die i^didcontierte ZeiU der Gestorbenea ftr 

das Alter x", femer A^t die geaadite eiiimal^ Priunie. Ym. den Im 
eintreleaiden Personen^ deren Gesamteinzaihlimg Im-Am beiriigt, sterben 
im Ltofs des ersten Jahres ^ — Personen, und fllr diese ist am 
Ende des Jalures der Betrsg — 1,+^ anssnzahlen. Nadi Vendnsang 
der EÜnlagen xmd Absmg der SterbefiülaaMangen verbleibt am Ende 
des Jahres der Betrag hA^r — (l^ — h -\- 1) in der Kasse, und aus 
diesem sind die säntlichen zukünftigen Zahlungen für die übrig blei- 
benden Ix^x Mit<j;lieder zu decken. Jener Betrag raufs mithin gleich 
der rieHHnitt'iii/.ahlunff /j^i.4j.-)-i der im Alter von x -\- 1 Jahren neu 
eiutreteudeii -f i IV'rsoiien, d. Ii. es inufs lx^jAr+\^lz A^r — (i« — t + 1) 
sein. Für diese Düfereuzeugieichuug, die in der Form 



'«+1 »«+1 



L 

gesehlieben werde^ ist wieder iT« — pr*, nnd fiali^ch lantet ihre LSsnug: 
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Für 2 = 0 + 1 ist aber 1 — 0; also hat man 



tt> 



wofani man leicht dio in der JPnoia gebziochlicbera Form 
ecliili 

6) Sttforüffe ZtMimg der StarhefeHsumme, Mit J« werde die einr 
mal^ PlrSmie deradben Ywaichening fllr den Fall beseiehnet, deb die 

Sterbefallsumme sofort naidi dem Tode des Yeraicherten ausgezahlt 
wird. Es sei wieder f(Jc) ^ 1^ die Funktion, weldie ftr jeden Moment 
die Anzahl der Lebenden engiebt. Zur Bestimmung Ton Äm findet 
mau a.ia/la.nn die Beziehuug 

■ofl der folgt: 

Als LSeiing dieser Differentialgleichung ergiebt eich 

I.A. -r'(-j'';^ä. + if), Ä.^ k{-J y" + ^')- 
Nun wird Ä^^O ßlt 00, also 

AI 

i: 



und endlich 



woraus durch partielle Integration 

^«»1 — logr • ä« 

abgeleitet werden kann. 

Anktv te MalbaanHk «ad Iftftik. HL B«Uic IV. 
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WnuLK TimnnBiiwi; 



S, In BlmlielMor Weise gelangt man bei yezrichevangssrteay bei 
denen die Leittimg der LebeDsrenidieruiigsgeaellachaft Ton dem Leben 
mebrerer Penouen abbingig ist (s. B. bei der Vendohemng einer 
Witwen- oder Waisenpension, eines Kapitals auf das kOrzeste oder 

längste von mebreren Leben u. s. w.), zu partiellen Differenzen- und 
Differentia^^chiuigen. Hiennif brandit aber niebt mebr niiber ein- 
g^angen zu werden. 

Es werde nur noch darauf hmerewieseu, dafs bei Benutzung der 
im Vorsteheudeu dar^^ostelltou Methode die diskontierten Zahlen und 
Ck, welche die (iiundelemente aller Prämienlomieln bilden, auf natür- 
lichere Weise in die Rechnung eintreten als bei der üblichen synthe- 
tischen Methode, und daTs femer bei der Berechnung von Prämien für 
kontoimeiiifllie Leistungen der YersicihemngsgeseUscfaalt die sonst 
nnvenneidlichen nnd niobt immer nnbedenklichen Orenzprosesse in ein 
elementareres Oebiet Toirlegt werden. 

Leipzig, 1901. 



Ein bemerkenswertes PentagonUiontetraeder. 

Von Wilhelm Thienemanm in lÜBBcn (Uuhr). 

Man bezeichne auf einem Hexakieoktaeder die einzelnen Flächen 
abwechselnd mit donUer nnd mit heller Farbe, so dals nie 
swei i^eichartig gefärbte Fliehen in dner &mte zasammenstolsen. 
Sodann lasse man die FUdien der einm Arl^ beispielsweise die dunkeln, 
wachsen bis nur gegenseitigen Dordidringong. Auf diese Art entsteht 
das Peiita<roni1vOsitetraeder (abgekürzt: P.-I.)> der einzige plagiedrisch- 
hemiSdrische Körper des regulären Krjstallsjstems, welcher sich in 
seiner aufseren Gestalt von den voUflUchigen Formen unterscheidet. 
Daa F. I. wird von 24 Fünfecken begrenzt. Die krystallograplnHchen 
Hauptachsen endigen in solchen sechs Ecken, in denen jedesmal vier 
Fünfecke zusammeustofsen. Nach der üblichen BezeichnungHweise ist 
die auf den Beschauer zulaufende Achse als erste, die querlaufeude als 
zweite, die senkredtte als dritte zu denken. Der erste Oktant li^ 
▼or dem Besdianer rechts oben. Das erste FOilfiBek liegt grSibtenteils 
im ersten Oktanten nnd trifft die erste Achse im Adiaenendpnnkt. Die 
fünf Kanten dieses FflnÜBcka werden mit «r, ßj,y,9,e bezeichnet, indem 
wir die Kanten im Sinne der Bewegong des Uhrzeigers aufeinaadar 
folgen lassen nnd mit er diejenige bite beseichnen, die vom Aehsen- 
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endpunkt der ersten Achse nach rechts oben Terlanft. Bei Betrach- 
tung des P.-I.S finden wir, dab die Kante «c des einea Fflnfeeki 
ideniifleh iet mit der Eante t dm benadibarten; ein gleiches Besnltat 
fligiebi dch für die Kanten ß und y. Demnadh besitst das P.-L nur 
dreierlei yenehiedene Kanten. Senkredit Aber dem Ifittel^iuikte jeder 
Flache des einbeschriebenen Oktaeders befindet sich eine Ecke, in der 
drei gleich lange Kanten ß'^y znsammenstolsen. Femer befinden sich 
in jedem Oktanten drei Ecken, in denen drei Terschiedme Kanten «, 
ßf d zusammentreffen. 

Das zu hcluindclndc ProUcrn: Es sollen alle P.-I. gefunden werden, 
welche Kanten von zueierlei Art besitzen, und bei welchen das Fünfeck 
ans einem Rhombus mit angesetztem gleichschenkligen Dreieck besteht. 

Ans dem Wortlaut der gestellten Aufgabe folgt sofort, dafs ent- 
weder die Kanten a und £, oder die Kanten ß und y Schenkel des 
gleidiaehfinkligen Draecks sind. Deninaeli mnb die Kante d jedesmal 
Seitenlinie des Bhombns sein; es mnlii also im ersten Falle smn d | ß, 
im Bweiten Falle d | «c Im Falle I irt die Basis des gleiehseheiikligen 
Dreiecks, welche Mar stets der K<mibinationskante von WfirMflidie 
nnd P.-I.-FlHcho parallel ist, als Seite des Rhombus auoih der Kante 
y parallel. Im Falle II ist die Basis des gleichschenkligen Dreiecks, 
welche hier stets der Kombinationskante von Oktaederfläche und P.-L- 
Flache parallel ist, als Seite des Rhombus auch der Kante e paralleL 
Das zu behandelnde Problem zerfällt mithin in zwei Aufgaben: 

I. Alle F.-I. zu finden, bei welchen die Kanten Ö parallel den 
Kanton ß sind, und l^ei welchen zugleich die Kombinationskauten von 
Würfel und l*. 1. den Kanten y parallel sind. 

II. Alle P.-I, zu finden, bei welchen die Kanten d paralkl den 
Kanten u sind; und bei welchen zugleich die Kombinationskanten von 
Oktaeder nnd P.-I. den Kanten s parallel sind. 

Zur Lösung dieser beiden Aufgaben ist es notwendig, die Begriffe 
„Indioes einer FKcih^ sowie ^Jndices einer Kante^ fSestinistellen. 

1. Die Imlices einer Flüche. — Der Schnittpunkt der drei krystallo- 
graphischen Hauptachsen sei O. Die erste Fläche des 1*.-I.s möge 
auf der zulaufenden Achse den Abschnitt OH^ = 1 : /t bilden; der Ab- 
schnitt auf der querlaufeuden Achse sei Oi/j =■ 1 : A", derjenige auf der 
senkrechten Achse sei OH^ — 1:2. Hierbei ist A > A; > {. Man nemit 
die drei Zahlen h, l die Indices dieser Fliehe. Das Zeichen (hlcl) 
nennt man das ^mbol der betreffendflo USche. Bei Beschreibong von 
Kiystsllen kommt es nidit auf die Bestunmnng der Längen Tcm 
Kulten oder der GzQ&e von FlSohen an, sondem snf die Bestimmung 

4» 
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der gegenseitigen Lage tob Euiten und FUUdun. Deshalb iefc ee 
«ueh nn wo e a n t Üdi, die absolute GMIke der Zabkn h, k und { wa 
ermitteln, man braneht nur die Yerbiltnine A : Jb ; I ÜMtsnBtallen. 
Es ist aber ans der Etystallographie bekannt, dab diese Ver- 
hältnisse stets rationale 
Werte haben, and zwar 
lassen sich, wie bereits 
Hauy erkannt hat, stets 
drei nicht allzu grofse 
ganze Zahlen h, k, l 
finden, welche die Indices 
einer beliebigen Krjstall- 
flSehe darstellen. Es ist 
dies das Gesets der ein- 
faf fh w i rationaien Twd»«— 
in der ErjstaUograpbie. 
In nebenstehender Figur 
ist die Fläche (hkl) mit 
ihren fünf benachbarten 
Flächen in emer Ebene 
gezeichnet Hierbei be- 
deutet A- = -Ä", T=-?. 
2. Die hulires einer Kante. — Eine Gerade möge drei Achsen, 
welche den drei kr\ stiillographischen Hauptachsen parallel sind, in 
einem gemeinschaftlR-hea J5i;heitelpunkt i> durchöchueideu. Aul" dieser 
Geraden li^e ein Punkt F in der Entfernung r von S. Die Pro- 
jektionen der Strecke r auf die drei Aehsen seien ij, x, X. Man nennt 
die drei Zahlen A die Indioes dieser Geraden, das Zeidien (^xA) 
nennt man das Symbol jener Gwraden. Die BuUces ih X einer Kante^ 
welche DnrchschiiittBlime sweier Flachen (hhl) und (h'k'l') is^ genügen 
folgender Proportion: 




\k l 


•1' ^ 




h k 




'\Vh' 




h'k' 



(Vergl. Liebisch, Geometr. Krystallogr. Kap. lU, § 1.) 
Bei Betrachtung obiger Figur ergiebt sich: 

Kante a liegt in den Flachen (hkl) und {hlk), 
ß „ „ „ n (ÄAO „ (klh), 
Y n n n n C'^O « G^^-), 
* » » » n (^^"0 V 
« » » » n n (*% 



n 
n 



n 
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folgt: 
'FSr die Kante a: 



(1) 



1:2 



Für die Kante ß -, 

tu 



12:«: A — 



Für die Kante y: 



1} 



Für die Kante di 
hl 

hJ 

Für die Kante c 
k l 



l h 




hk 


kh 




M 


l h 


!. 


hk 


hk 


• 

1 


kl 


l h 




h k 


k l 




l h 


l h 




hk\ 


1 k 


• 


kh\ 




• 


hk. 


Ith 


• 


hl\ 



- (* A - J«) : (W - A«) : (J Ä - Jfe^. 



- C*' - JA) : (I» -»*):{*•- *0- 



-Z: + J:(A~A). 



(*? + iO:(J + ft)A:A(J-*). 



Sollen zwei Kanten (i^xA) und {i^'x'X^ einander parallel eeui| so mofii 
die Proportion bestehen: 

11 » 1 

3. Behandlung von Aufgabe I. — Nach diesen Vorbereitungen 
nehmen wir den ersten Teil der Aufgabe I in Angriff: Es sollen alle 
P.-T. gesucht werden, bei welchen die Kanten ß und ö einander parallel 
laufen. Nach den Formeln (1) ist 

für Kante ßx 19 :« il (hh ^ P) ; (kl - h*) i {hl - 1^), 

fttrEanted: V:it':X'-- —l : +Z :(A— A). 

Die Kanten ß und 9 sind einander parallel, wenn die Proportion besteht 

hk — i« AI — A» 



- l 



hl - k* 
h-k ' 



Hieraus folgt: 



AA-«« = A»-AZ oder A-x^T* 



Ein Beispiel eines hierher gehörenden Körpers ist das P -I. (652). 

8» _j_ 2* 

Denn hier ist ö — ^ ^ ^ . 

Um den zweiten Teil von Aufgabe I zu lösen, haben wir alle 
P.-I, zu suchen, bei welchen die Kombinationskante Ton Würfel und 
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P.-I. der Kante y parallel ist Die Indices der KombinatioiidEBote der 
WOifelfläche (100) und d«r P.-L-Flaehe (AikO sind 



100 


1 Ol I 


1 0 









— 0 : — i : Jt. 



Die Indices der Kante y und naeh den Formeln (1): 

1?' : : A' - (Jfc" - Ih) : ip - h k) : (h* - hl). 

Sollen diese beiden Geraden einander parallel sein, so mois die Bedingung 
erfüllt sein ^ _ ^ j. 



k>-lh V — hk h* — kl' 

Diese Proportion ist tlbet nur m^^eh, wenn X^— JkL Em Beispiel eines 

liierher gehörenden Körpen ist das P.-I. (421), denn liier ist 2' = 4 1. 

Sdilieffllich bleibt zur vollständigen Lösung von Aufgabe I noch 
die Frage zn beantworten: Giebt es P.-I., bei welchen die Kanten ß 

und d einander parallel laufen und gleichzeitig die Kombinationskanten 
des Würfels mit dem P.-I. den Kauten y parallel sind? Dann müssen 
folgende Bedingungsgieichungen gleichzeitig bestehen: 

*-\*tT «ad Ä^-«. 

h -j- l 

Hi«»» folgt «-^i^ od» (D-tTy-T+l-«^ 

Da diese Gleidrang nur die Wurzeln y "■ ^ '"^ h^^ — i±y — % 

besüsty h aber >l nnd beide reell nnd sogar rational sdn mfissen, 
so folgt; 

Theorem I. Es ffkbt hem P.-1., h» wMiem die KatUm ß und d 

einatider paraUel laufen und gleidumHg dk Kombmoihnshanim des 
Würfds mü dem F,-L dm Kaudim y paraüd sind, 

4. Behandlung von Aufgäbe IL — Wir nehmen die sweito Auf- 
gabe in Angriff indem wir zoidklist aUe P.-L sndien, bei weldien die 
Kanten a nnd d einander paralld laufeiL Nadi den Formeln (1) ist 

flir Kante «: ij :« :A ^Qf + p): — k(h — l)'. — h{k + l), 

für Kante d: : x' : -« — l : : {h — k). 

Die Kanten a nnd d sind einander parallel, wenn die Proportion 
besteht - - p - h(k 1) , , 

Ä!« + P-Ä(*-I) oder * = 
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Ein Beispiel eines hierher gehSrmden Kdipeis ist das P.-L (521). 

Denn hier ist 5 — \ | . 

Um den zweiten Teil der Aufgabe II zu lüseu, haben wir alle 
P.-L ni snohen, bei welchen die EomhinaticHiBkaitle von Oktaeder und 
P.*L der Kante « panllel ist Die Indioes der Kombinationskante der 
OktaederflSehe (III) nnd der P.-L-Fliche (hht) sind 



IUI 


IUI 




Um 


r*|i*l 


'\hk\ 



Die Indices der Kante £ sind nach deu Formeln (1) 

fi':x'iX' (Ä« + /«) : hik + l) : h(l - k). 

Sollen diese beiden Kanten einander parallel snn, so rnnfii die Bedingung 
etfOllt sein 

l—k h ^ I k-h 

Hierans folgt 

Ein Beisj)iel eines hierher gehörenden Körpers ist das P.-l. [p4.2) 



Denn hier ist 5 = 



4» + «* 



2 2 

Sohliefslich int aoek zur ToUständigen Losung Ton Angabe II die 

Frage zu beantworten: 

Gicht es f*. I., bei welchen die Kanten cc und Ö einander parallel 
laufen und gleiciizeitig die Konibinationskanten des Oktaeders mit dem 
P.-I. don Kanten e parallel sind? Dann mttssen folgende Bedingongs- 
gleichungen gleichzeitig bestehen: 

Hieraus folgt h — l^2l oder X; — 81 oder ^ - |. Setzt msn h^Zl 

in die Gleichung h =» ^ ein, so ergiebt sich h = bl oder -y — 
Wir kommen zn folgendem 

Theorem II. Das P.-I. (531) ist das eimige in der KrystaBo- 

graphie mögliche, urlcJics Kanten von zireirrhi Art hat, und bei welchem 
Fünfeck cms einem Bhombus mit angesetetem gleichschenkligen Dreieck 
besteht. 

Das gefundene P.-I. (5 3 1) ist der Halbfiächnor eines isogonalen Hexa- 
kisoktaeders. Isogonale Uexakisoktaeder haben die Eigenschaft^ dais alle 
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Flächenwuikel , welche in den (3 + 3)-kantigen, über den Flächen des 
einbeschriehtnen Oktaeders liegenden Ecken zuBammenstofsen, einander 
gleich sind. Die Bedingung, dafs ein UeiLakisoktaeder (hkl) ein isogonales 
sei, lautet 

(YergL Liebiseh, Geom. EryiUIogr. Eftp. XTIT, § 7.) 

Es UUit sieh leieht beweiaeiiy dalii das P.-L (531) das dnzige ist, 
w«kih€S gleidueitig den beiden Bedingangen 

m ^ UHU I» 

odtfr glttdixeitig den beiden Anderen Bedingungen 

A = —2— und h — — ly— 

genügt 

5. Die numerischen Konskmfm des F.-L (531). — Unter dem 
Neigungswinkel # zweier Begrenznngsebenen (^kij and (Jii'k'V) cinos 

Polye<l<?r8 boU der nn einer Kante desselben von einer Ebene und der 
Verliingening der anstofseuden Ebene gebildete Winkel Terstanden 
werden. £r wird gefunden mittelst der Formel 

hh' -f hV -\- IV 
/(AI ^- i» + j») . (A' «+*'« + i' ^ 

(VergL Snlmon, Analyt Oeom. d. Raumes I, Art. 28 oder Liebiscli, 
Geometr. Kiystallogr. Kap. XHI, § 1.) 

Mit Hfllfe dieser Formel findet man llir das P.-L (531) die Werte 
cos« — cose — cos^ — COS}' — g, oosd^jl; 
-^««^«^ 44» 24' 56", ^/l-^y-iS^öb'*", 
-^a-. 84» 2' 62". 

Unter dem Neigungswinkel to zweier Kanten (ijxl) und {rj'x'X') 
eines Polyeders soll der an einer Ecke desselben von einer Kante und 
der N'erlängerung der anstofsenden Kante gebildete Winkel ventanden 
werden. £r wird gefunden mittelst der Formel 

(VergL Liebisch a. a. 0. Kap. XIÜ, § 1.) 
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Mit Hfllfe dieter Foxin«! findet num fllr dM P.-L (581) die Werte 

-^(«)-99»86'39", ^ («/5) - 47» 6' 14" ^ - 66» 88' 14", 

^(yd) - 66« 16' 32", <(d«) - 80» 24' 21". 

Hieraus ersieht man die Beetttigong dee bereits bekaonten 
Resultates ^(««) + (d<) - 180«. 

Besondere Beachtung verdient diejenige Kombination des P.-I. 

(5 3 1) mit dem Oktaeder, bei welcher die Kombiiiationskanten die 
Endpunkte der P. I.- Kanten ß und y vorbinden. Dieses Polyeder wird 
von 24 kongrueuteu Klioniben und von 8 kougrueuteu gleichseitigen 
Dreiecken begrenzt; es besitzt ferner (JO gleich lange Kanten und 30 
vierkantige Ecken. In 6 von diesen Ecken stolsen vier Rhomben- 
flioben nMammen, ^räbrend jede der 24 ftbiigen Bekea ron einem 
Dreiedonrinkfll, zwei stumpfen und einem spitnn Rbombenwinkel ge- 
bildet wird. 

Essen (Ruhr), den 14 April 1901. 



RotatioiiSEykMeii und Lamteche Produkte. 

Eine Antikritik zweier Abhandinngen des Hrn. Safford. 
Von EmL Habntzscbbl in Berlin. 

Hr. Safford hat im 21. Bande des American .lournal of Mathe- 
matics, 1899, S. 1 — 23 eine Abliandlung unter dem Titel: Systems of 
rerolntion and their relation to conical Systems in the tiiernry of 
Lam^'s prodnets Tezdffentlieht, die in ihren Sddnisseflen eine Kritik 
des gwäbn Teiles meiner „Studien Aber die Redaktion der Potential» 
l^eioihnng auf gewohnlidie Diffisrentialgileicbungen'' (Berlin, 1898, Georg 
Reimer) enthUi In einer andern Abhandlung: SurfiMsee of revolution 
in the theory of Lame 's prodnets (Bulletin of the American Mathe- 
matical Society, 2. Serie, Bd. 5, S. 431 — 437, 1899) setxt er dann diese 
Kritik fort. In der ziierst genannten Abhandlung — sie soll der 
Kürze wegen stets mit 1 zitiert werden — stellt Hr. Safi'ord Be- 
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hauptimgen auf, deren Unrichti^coit sich im folgenden heransstellen 
wird. In der an zweiter Stelle gemniiten Abhandlung — ich will sie 
mit II im folgenden bezeichnen — schliefst Hr. Safford vom be- 
sonderen aufs allgemeine; er schliefst, weil in einem von ihm bebaiKlelten 
Sonderfall sich eine Kurvengleiclumg in ein Produkt zertalleu lülst, 
alao müsse es in dem von mir ])ehaudelten ullgenieiiien Falle auch sein. 

1. Hr. Wangerin hat gezeigt| dais die Bedoktion der PotentiaL- 
gleichung e2r,cjv_^d*r . 

auf gewShnUche Difl^Brentialgleichmigeii fttr lolehe RotationskOiper 
m(^oh uAf Ute welche die Gleiohiiiig der MeridiankiuTe ana 

(1) at + »V-F(f + 

erhalten wird, wenn F{t + iu) das allgemeine Integral der Düferentiai- 
gleichung 

(2) F' \t + iu) = ^i^ + 4 + G CF- -f 4B'F + Ä' 

ist. Die GröIiKn Ä, B, C, B', Ä' sind durch die Rechnung eingeführte 
Integrationskonstanten; sie können reell oder komplex sein. Nehmen 
wir an, sie seien komplex, und F^{t — iu), Ay, 1?,, (\, i^,', die 
zugehörigen konjugierten Grölsen, so tritt neben Gleichung (2) die 
andere 

(3) F,'\t - in) = A,F\ + 42?, 4- 6(7,i^ + 4Z?;F, + A, . 

Hr. Safford behauptet in II, S. 432, daÜB dann nnd nur dann, wenn 
A. " jL^ f JB^ Bi f C? C?i , JB* " Bi , " A!i , 

d. h. nur wenn diese (Jrölsen reell sind, die Gleichung (2) bestehen 
kann, ohne teine Behauptung m beweken. Nnn hahe ich auf 8. 5 
meiner „Stadien* geseigl^ indem udi mich anf die Ptaiiechrifl des 
Hm. Wangerin etfitsen konnte, dab anÜMT der LSeong (1) dea Prohlema 
noch eine zweite exietieit, nimlidi 

(4) r + tjp- <)p(< + <m), 

was Hr. Safford auch iu U, Glt'ich. 35, S. 437 anerkennt. Jäs folgt 
aber aus (4) (Studien, S. ö) die konjugierte Gleichung 

(5) r — fV— (< — »«), bes. 

(6a) ap + 1> — — t»); « — tr — — i^(t + iu), 

welche Funktion <p(t + iu) der Differentialgleichung gentigt: 

(6) y'« A9* - 4Bi^^ -j-ßC<p* + 4Bi^ - Ä'. 
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Da hier zwei Eoef&xieiiteii ktMQngiert imaguiSr sind, ao wsieht maOf 

dab Hr. Safford am Schlufs von II das nicht mehr anerkemit, was 
er am Ayifang von II behauptet hat Hr. Wangerin sagt in seiner 

Preisschrift, dafs Gleichung (4\ wenn die r-Achse Rotationsachse ]>leibt, 
auf rhujförmigc Tlotati(ins];nrper führt; Hru. Saffords Behauptung 
schliefst diese also ohne Grund tou der Untersuchung ans. 

2. Setaft man mit Rflckaidit auf (2) 
^a) - il«* + 4^«« + 6C«* + 4Wx + 

und ist 

X »1 eine Wanwl von B{xj 0, 
80 lantet das Int^p»! Ton (2) 

(7) ^(^t + Ut,.a, + ^^^^!^—, 

WO p(< + ttO die bekannte Weierstrafasehe elliptiBolie Funktion ist. 
Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. 

1. Fdü. ist eine reeüe Gröfse. 

Die Meridiankurven sind Sieb eck sehe Kuryen, Garteaisohe Orale 
und die ans diesen durch die reelle InTennon 

herroigeihflnden j^Wangerinsohan^ MeridiaiKikmvmi 

(8) W 4- r«)« + Ax, (a:« + rf) ± Bh'\ ± C'r\ -f- - ± D«. 

2. Fall, dl ist eine komplexe Gröiisej die hierzu koii^jugierte. 
Es ist 

(7.) 

Als Meridiankurve habe ich die Kurve gefunden (Studien, S. 24): 

(9) il(4 + fi)« + i5«i(a^ + rö + Cri(a^ + rJ)+i)a^+£ii+-Fairi 

wo 

(9a) GH''2IF^0 und (?>~ir*-4/(2>-£) 
ist 

Diese Meridiankurve (9) führt offenbar auf Rotationskörper 8. Ord- 
nmg; but these are in fact, bemerkt Hr. Safford I, S. 23, of nnly 
the fourth degree, and of the sanic type as abnve f nämlich (8)). 
Haentzschel has overlooked the £act, that the restrictions, which he 
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mentions (9a\ will give a zero valuo to sereral coefficients in equations 
(31), (32), ('M\] nn page 23-24 of his book. 

Diese Bemerkung ist nicht richtig. Denn offenbar gehi (9) in 
(8) über, wenn 

0»0, F— 0 und .ff— 0 

ist. Dies tritt ein (Studien, S. 26) für 

= 0 und g, = 0, 

was dann auch in die von Hrn. Safford xitierton GlMchaogeii (82^ 

bes. (33), S.23 meiiies Bnchea 

(88) ^ + «,.-t + <, + ^iL„, 

oder 
oder 

einzusetzen isi 

Da I + iij bei mir identiach ist mit der Wnzsel a^ , so behauptet 
abo Hr. Saffordy dab 

\R'{^-\-ii]) reell und gleich p^, 

-^B'Xi + in) n V p P, 

sein mufs. Das aber dfirfte sich wobl nicht beweisen lunen, so lange 

iy von Null verschieden ist und alles allgenuiu Ideibt. 

Ich glaabe nun den Orond dafür, wie Hr. Safford zu seinen 
Behauptungen kommt, in einem unzulässigen Vergkiche eines Resultates, 
zu (Inn or gelangt, mit meinen Gleichungen (31) und (33) (Studien, S. 23) 
suchen zu müssen. 

ITr. Safford stellt sich in I, S. 11 und folg. die Aufgabe: 
zu untersuchen, wann die lineare Trausformation mit komplexen 
^BToeffisieiktein 

(10^ + - «-±i|;t^o (i,s.ii,(3)) 

einachliefidich der konjugiert imaginären 

(10.) »'-r-.- ;; + ftgi;:] (1,8.11,(4)) 

fftr die Reduktion der Potentialgleichung brauchbar ist Er findet vier 
F%Ui^ in denen dies statt hai Sei 
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80 iflt bn flun cntwodof cratens 

(a) a/ + r'»-.J^M^ (I, & 19, Qleidiiiiig (77)). 

Dies ist offenbar die rwtte InTonion der Meridianknrre 
(6) r — #«-^,(1 — »»), 

von der oben in Nr. 1 gesprochen worden ist. Oder zweiteufl 

(b) ^+K<_?±*|+Ifi (I, S. 19, «.Sehuog (79)). 

IMet ist die re^ LiTenion der Meridianlnirfe 

(1) x-\-ir^F{t^ tu), 

und zwar erkennt Hr. Safford ausdrücklich nur die Wangerinsche (8) 
all die allgemeinste an, obgleich er mit seiner Untersuchung eigentlich 
bezweckt, zu erfahren, ob man bei Benutzung des Integrals (7) auch 
eine komplexe Wurzel nehmen darf. Diese Frage habe ich in meinen 
„Studien", 1. Teil, 3, S. H — 11 dadurch zur Entscheidung gebracht, 
dals ich die Trennung der Variabeln aH<i< meiu It-islrfr, die Ditl'erential- 
gleichungen aui'steiite und einen zweikti Typus von Lame-Wangerin- 
schen Funktionen 2. Ordnung auffand; die zugehörigen Meridiankurven 
■kellt (9) dar (Studien, S. 24), gegen die rieh die Kritik dee Hm. 
Safford riehtet. Derselbe findet nämlidi weiter, dab die Tians- 
formation (10) branehbar ist — hvä jetat dnrfte sie ja nur reHe 
Koeffizienten haben — in swei I^Ura o) und d), in denini beiden die 

erfüllt sein mfissen. 

Wahneheinlieh identifisiert Bi, Safford die Gleidrangen (11) 
mit den hier mit C9a) beseidmeten, was natfirlidi ein Lnrtom ist, nnd 
daher stammt wobl seine 6ehaiq»tang, meine HeridiankuTe (9) will 
gire a sero valne to several coefficients, d. h. meine Kurve (9) reduzierte 
sich angd)lkh auf die Wangerinsche Kurve (8). Dab dem nicht so 
ist, will ich dadurch beweisen, dafs ich Aufklärung gebe Uber Sinn 
and Bedeutung der Saffordschen Bedingungsgleichungen (11). 

8» Hr. Safford nimmt in keiner Weise Notiz ron der in meinen 

,^tudien^ auf S. 8 — 12 gam edlgemein geleisteten Trennung der Variabeihi 
in Fif-^iu), durch wddie erwiesen ist, dallB in dem von ihm ge* 
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maditoi AhmiIb (10) die Koeffizienteii ß, y, 9 sowohl reell als 
komplex seiii dIbfeiL Ht, Safford durfte also gar nicht hoffen, irgend 
em nettes BesuUat auffinden zu könneu. Sein» einschränkenden Be- 
dingungen (11) mflaaeil demnach iu irgend einer Beziehung zu 
unserer Untersuchung in den „Studien" S. 9 stehen. Um diese Be- 
ziehung zu ermitteln, hringen wir den Saffordschen Ansatz (10) 
auf die von uns gewählte Form (32) (Studien, S. 23). Es ist nach 
Um. Safford: 

(10) ä% + <r,-f±|M. (I,&11,(8)), 

(10a) x,-ir, = ^±&^ (I,&11,(4)> 

Daher isi 

ß , 



Identifiaieren wir dies mit meinem Ansata (1), so ist ^««i, also gleich 

einer komplexen Wurzel \onlt{x) = 0, ^^~u^" (flk 

zu nehmen. 

Herr Safford setzt: 

« — a + a,», ß — & + ^f, y — c + <^t, d — d + d;«, 

«1 = a — tto», /!, — 6 — bgif yi'~c — c^i, dj — <l — d^i. 

Idi sefeae (Stadien, 8. 23): 

Demnach ist das Weierstrafssche e': 

oder es ist 

(12) 2«', - (- «i + 2m) + »(ft + 2^1?) . 
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Wir wtsen ^ redde 8eUe dieser OtkUSvmg in die Saffordsehen 
Baaeifthiinngcit um. Bemzufolge ist 

- 8.-, _«.-«.- - 1 - - -»i^tK - M)i 
«A - } «' W + i^'W - + '-^^^ 

_ ( rf*(ot^ + «0^» - &c 4- \c^) + (i^i «(/ + a^ä^ + tc - 6oCo) 1 

" (dt + d^f \ - 2rf(/„(6r„ + Kc) \ i 



(i" + - 2dd.(b^c. -bc) J ' 

+ ' + • 

Es ist daher 

- 2i + 2fti? - - 5rf^(M - + V - bc^ 

nnd 

Wird diet in (12) eingewist^ so ergiebi sich 

(18) 2«'iy(<l>+ dg) (M~ ad;+ h^e- he^) + 1 a„*/„ - be-b^e^). 

In den Klammem der rechten Seite dieser (ileiehuug haben wir 
die von Hm. Safford auf ganz anderem Wege erhaltenen Bediiiguugs- 
gleichungen (11) tot nns. Demnach dflrfen nach Hm. Safford die 
EoeflBiieinten der Transfonnationaf^chong (10) dann und nur dann 
hompiex sein, wenn 

(U) 2«'ij(<P + <©-0 

ist. + dl^O ist gleichbedeutend mit d 0, also für die vorgelegte 
Frage hedeatangslos. 17 — 0 bedentel^ ea iit die Wuml a^ reeU. Dann 
gelangt man bekanntfich nur zur Wangerinachen Meridiankurre (8) 
(m^ Studien, S. 8—9 und S. 20—22). e' <- 0 bedeutet^ von den drei 
Orofaen e^, ffür welche (>(< + >») — rerachwindet, «s^ «mm ^letcft 
^1///, was aofort 9| 0 nach aich zieht. Dafs aber nur solche ellip- 
tiache Funktionen sugelaaaen werden dürfen, wird niemand behaupten 
wollen. 
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Ziehen wir jetit daa IWt ans dem Section II betiielteii Teile 
der unter I zitierten Abhandhmg des Hm. Safford, so iat der 
grdlate Teil der Beanltate deeaelben das Eigentum des Hm Wangerin, 
80 I. R Gleiehni^ (37), ohne dafs Hr. Safford dies besonders an- 
giebt. Ein anderer Teil, auf den Hr. Safford eine Kritik meiner 
Arbeit (II glaubt aufbauen zu kdnnen, ist dadurch erledigt, dafs ich 
selbst die betreffende Frage bereits vor ihm ganz allgemein gelöst habe. 

4. Benatzte Hr. Wangerin bei Ableitung seiner Resultate stete 
nur die Jacobi-Legeudrcscke Theorie der elliptischen Funktionen, 
so hatte ich es mir zur Aufgabe gestellt (Vergl. meine Dissertation, 
Berlin IbbiJ, Mayer u. Müller), die Resultate des Hrn. Wangerin 
vermittelst der etwas allgemeineren Woierstralsschen Theorie der 
elliptischen Funktionen zur Darstellung zu bringen. Dabei ergab sich 
manches neue Resultat, anderes aber erschien in einfiaohuer Form. 
Faner wurde flberall angegeben, in wie weit die Besnltate das Eigen- 
tom des Hrn. Wangerin sind. 

Schon in Nr. 1 habe ich darauf aufinerkaam gemacht, dals Hr. 
Safford die Abhandlung H mit der Bemerkui^ einleitet^ die Eoeffi- 
sienten der Diffsrenttalglaehung (2) müssen rccU sein, um am Scblule 
▼on n dies zu widfinrufen. Hat Hr. Safford durch die ein- 
schränkenden Bedingungen (11), die zwar nioht existieren, wie in Nr. 3 
von mir bewiesen worden ist, finerkannt, dafs im Integral (7) a^, \J\'\a^), 
2?"( ((j) komplex sein dürfen, so behauptet »^r jet/i 1 11, S. 433, Zeile 4 
von unten I, daln dieselben (iröfsen rct U sein müssen. Weil die Koeffi- 
zienten von [2) seiner Mtinuug uuch reell sein müsseu, dai*um müssen 
es auch die des Integrals (7) sein; so glaubt Hr. Safford schlielsen 
sm dflrftiL 

In meinen j^Studien'', S. 33 — 37 habe ich es unternommen, an die 
Stelle des LiteipralB (7) das allgemeinere^ aneh Ton Weierstrafa her^ 
röhrende^ an setsen: 

wo irgend eine reelle oder komplexe Eonstaute, s <==^ y x} -\- tu) ist 
Eine Deutung dieses Litegrals im Sinne der konformen Abbildung 
lieferte mir MmiMmhitnm 3ß. Ordmuig, denen BotationskSrper 
83. Ordnung entspreohen. 

Im Gegensata au diesem Resultat will nun Hr. Safford in H 
aeigen, dafs die betreffenden Meridiankurven sich in ein Produkt TOn 
zwei Wanger inschen (Qieichung 8) awfaUen lassen. Dazu mnls man. 
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wie ich gemigt babey aiu Gleidiimg (15) 8 anneehneii und dies der Be- 
traditoiig m Qmnde legen. Es ergiebt nch: 

* ^ > \{» - S.)^ 

Statt aber dieae Gleiebnng bei aeinea Reehnmigen sa bemtaen, nimmt 
Hr. Safford saent an, aei reeß, was doeh imimiawiig iit, nm 
dann hinterher 4^ » 0 an aetaen. 

An Stelle Ton Glekhong (16) batet ea bei Hm. Safford: 

W . ^ (l + ^' + ]/±x >4-a.»:'4-l) 
' »-Al 

Dafs eine so weit gehende Spezialisierung statt Earven 16. Ord- 
nung nur solche von der 4. Ordnung horvorbringt, ist natürlich. Der 
von Hrn. Safford hfliandelte spezielle Kall ist ihm aher Beweis 
genug, dafs es im nlh/oiteiunt ebenso ist; „the suriaces corresponding 
will be of the fourth degree, thus proviug Waugerin's asscrtion, aud 
invalidatiug HaentzscheTs criticisujs"; dun Beweis dafür aber, dafs 
diea anch fBr (16) statthat, bleibt er achnldig. 

Berlin, den 18. Februar 1901. 



NotiB Uber die EraisteiliiiigB-Folynome. 

Von E. Netto in Giefsen. 

Wir beaeidmen mit Fn{x) denjenigen irrednktiblen Teiler Ton 
x' — l, welcher, gleich Null gesetzt, die primitiven m**" Wnraeln der 
Einheit zu Wurzeln hat L. Kronecker macht') auf eine „höchst 
merkwürdige und wichtige Eigenschaft" der 7''„(./) aufmerksam: „Der 
gröfste gemeinmme 'Teiler von Ffii^x") und F„{x"') isf strts c/lrirh i«', , (t), 
fidh in inul n teilerfrcnul sind." Ich will tlieseii und einen weit all- 
gemeineren Satz aus einem neuen Theoreme herleiten. 

Die Zahl m enthalte die Primzahlen p^, Ptt Pn • • t zwar sei 

m =i>t'i^J'K' . . .; 

femer seien q^, q^, Qs, ■ ' von den PuPuP» * • • verschiedene Primzahlen. 
Nun ist (L c p. 2^b) 

1) Vorlesungen Aber Zahlentheorie; bearb. o. hennigg. K. HeiueL L 8. M8. 
AnUtf Mattcmatik ud Vkjiik. lU. JEtatbi. IV. 6 
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d dnTQhl&aft alle Teiler von m; «<r isi — 0, wenn d aneh unr einen 
PrimfiÜEfanr melir als einmal enthalt; « + 1, wenn d eine gerade Anzahl 
▼on einander verschiedener Piimfaktoren enthält; = — 1, wenn d eine 
Ungnade Anzahl von einander Terocluedener Pnm£ftktoren besitzt; » 1. 
Ans (1) folgt 

(2) , 

(3) i^-^(«)-/7(« - -1) ? 

die beiden rechten Seiten in (2) und in (3) stimmen Uberein; denn jedes 
d, welches in (3) auftritt, aber nicht in (2), hftt den Faktor ji^*>+ d. h. 
mindestens den Faktor so dafi» das sagehörige e< Teoraehwindei 
Demnach ist „ , . „ , . 

und allgemeiner 

f. i^"-) - F„„ {^''' - ') - F,A i^"'-')-... 

Ana dieser Gleidrang folgt dann weiter 
(4) 

fidls n nur Primfaktoren enthaU^ die schon in m TorkommffiL 
Aua (1) folgt ferner 

-e('''-')"i^(-''-r£('=-')-' 

indem die letzten beiden Produkte sich wegen c^, >» — zerstöreu. 
Dies giebt weiter 

Eraetat man in dem erhaltenen Beenltate x dnnh sfi^ ao entatehti da 
(mg) jetat den Faktor g enthalt: 

IfUC*»*) - JP-^C^) F^{x) 

uid allgemeiner: 

(6) F^{^') - l'^^C^) . . . F^,ix) F^{x). 
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Notit Aber die Kniiteiliuigs-PoljiioiM. 67 
Hiennu ergieVt iidi dmeh Yenrendniig denelbai Fon&fll 
^•.(a^V«) - F^^f,j^ ix) i^^^A^A-i («) • • • -^-C*) 

oder, kürzer geschrieben, wenn 

gesetzt wird: 

(7) lf,(af)-y/i^-*(«). 

d/m 

Ist endlich 

80 folgt aus (4) und (7) allgenunu die elegante Formd für die Zerlegung 

(8) - 

Durch sie wird die Zerlegung der linken Seite in ihre irreduktiblen 
Faktoren geleistet, wenn wir die F^{x) ak irreduktibel nachgewiesen 
haben. 

Wir nehmen nun an, die beiden Zahlen m und hätten dieselben 
Prinifaktoren, dagegen 6' und l weder unter einander noch mit m oder 
f»o einen Faktor gemeinBam. Dann zeigt (8) 

(9) ^•.(^0-//-fU.*(«), 

(10) F^,{ar')^ffFn,n^,i{x). 

Es ist jetzt ersichtlich, dab nur dann zwei Faktoren der rechten 
Seiten in (9) und (10) mit einander llbereinetmuneii, wenn s<f — 1& iti, 
d. h. da « md t teOexfremd sind, wenn wir ä^t, d^s seteen. Alao 
haben (9) nnd (10) nur den Falctor Fmm,tt i^eneuunnL Sobald wir 
den Sata ab bekannt anasken, dab die Fm(x) irrednktibel sind, keibt 
diei^ da ja zwti beliebige ZaUen fi, v in die Formen 

I» — ms, V iNo< 

gebracht werden können: Der gröfsle geniciu.sume Teiler vmi l^„(.r') 
und Ffix^') ist bei helirhigm Zahlen (i und v stets F„r(x). In dem 
Kronecker 'sehen Satze kann also die zugefügte Bedingung fortfallen, 
dafs (i und p tn einander teÜerbond aoen. 

Giefsen, 30. Aprü 1903. 
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6d Paul StIckb: 

Eine Eigenschaft der geodätischen Linien. 

Von Paul StIokbl in EieL 

Die geodätischen Linien einer Fläche sind dadnrch definiert, dafs 
in jedem ihrer Punkte die Schmiegungsel»ene durch die Fliichennormale 
geht. Wenn mau dalier eine von dem Pnnkte P{x, y, z) der Fläche 
ausgehende geodätische Linie mit demjenigen Normalschuitte der 
Fläche (oder, wie die Geodäten sagen, Vertikalschnitte) yergleicht^ der 
in P dkselbe Tangente wie die geodätiflohe Linie hat, ao hesteht in 
der Nlhe Ton P, wenn die Inderangoi ron x vaA y als GrSiSmi enter 
Ordnung «ngesdien werden, zwiwdien ihnen tfhereinfltimmnng bis auf 
die GrSieen sweiter Ordnung einseUielklicfa. Die Fng», welche Be- 
aehnngen swischen geodätischen Linien und Normalsehnittoi Btett- 
finden, wenn auch die Gröfsen dritter Ordnung berücksichtigt werden, 
findet ihre Beantwortung durch ein von Herrn Weingarten her- 
rührendes Theorem, nach dem eine geodätisch- Linie, welche die Punkte 
P und Q der Fläche verbindet, sicit sowohl in P nh auch in Q an 
den hezüffliclicu yortnalschnitt in der Weise anschmii yt, da/s ihre Ah- 
wrichuttfi ddrii», leenn der Punkt Q sieJi dem Pxinhte P unljrtjrenst 
tathvrt, j des W inkeluntcrschicdes wird, welchen die beiden Normalschnitte 
in dem betreffendm Punkte mit einander hUden. 

Es ist anfMlend, dslb dieser hOehsk el^puite Sate in die Lehr- 
hflcher der Fl&efaeniheoiie nitdit «ii%enommen wordeii ist; selbst in 
den Legona smr la tiiäorie gäiMe des ntrfaeeg von Herrn Darbonx 
ist er nicht ni finden. Der Grand liegt wohl darin, dab er nioht von 
Herrn Weingarten selbst veröffentlicht wurde, sondern in einer Note 
versteckt ist, in dar der General Baeyer Verbesserungen zu seiner 
Schrift: Das Messen auf der sphäroidischen Erdoberfläche. Berlin 1862 
mitteilt; diese Note ist auch nicht in einer mathematischen Zeitschrift, 
sondern in den Astronomischen Nacbriehteu i Bd. 60, No. 1425 vom 
7. Juli 1803) erschienen. Dagegen wird der Weiugarteuscho Satz 
erwähnt in den Werken von Jonlan: Handhneh der Verrtwssi(n{/skunde, 
Bd. 2 (1878) S. 334 und von Herrn Helmert: Die mathematischen und 
pliysikaUatkm Umrim dar kSkerm QwdSm, Bd. L 1880^ S. 837. 

Nimmt man hinza, dafs jene Note keinen Beweis enlhSlt, sondern 
dab allein ftr die in Betracht kommenden Winkel Näherungswerte 
angegeben werden, aus denen jener Sate sofort folg^ Näherangswerte^ 
Ton denen allerdings der eine (fOr den Winkel in P zwischen dem 
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yormftliiflhnitt durch P tmd der geodStiieh«ii Lmie) in $24 der an- 
geftthrften schwer zagin|^eh«i Sehrift des Oenends Baeyer Tim Herrn 
Weingarten hergeleitet Wörden war, so wird es gerechtfertigt er- 
scheinen, wenn im folgenden ein vollattndiger Beweis fOr das Wein- 

gartensche Theorem entwickelt wird. 

Das rechtwinklige Koordinatensystem der x, y, z möge so ge- 
wählt werden, dafs der Punkt V Anfangspunkt und die Tangentialebene 
die xy-Ebene werde. Durch geeignete Wahl der x- und i/-Achsen lälst 
sich dann die Gleichung der Fläche in der Nähe des als regulär 
vorausgesetzten Punktes P auf die Form bringen: 

Dnreh Pflege man eine geod&tisehe Linie, deren Bogenlinge, Ton P 
ans geilhlti < heiise. 

Weiiden die Koardinatai |, ly, % einss Ptanldss dieser Korve als 
Fonkiionen Ton « ao^efidst, so ist naidi dem Taylorsehen Safae: 

Wird die Differentiation nach s dnrch einen Sirich bezeichnet, so 
muüs, damit s die Bogenlänge wird: 

(2) 

sein, woflaas dnidi Differentiation nach 9 folgfc: 

(3) rr + r/v + rs" - o, 

(4) r + + r + xr + ^i" + rr - o. 

Ist z f{Xj y), so lautet die allgemeine Ditfereutialgleichung der 
geodätischen Linien: 

W - ni" - ^-^inr - W) - ^^^;-^Arr - - 0; 

im vorliegenden Falle wird also nach (1): 

(5) rv'-vr - (r.6 + . ocvr - - (^^ + • • -xrr - ro - o, 

woraos durch Differentiation nach s folgt: 

(6) iY'-n'r-(r^i + ' ocvr-ro - (^o^ + • ocrr-rs'") 

- (r,r + • • •) (vr - w - M + • • -m" - r n - o. 
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Zur Bestimmung ▼on ^, {ö» £ö" u. s. w. hat man in den 
Gleiehnngen (1) bis (6) « * 0 m letMn. Dabei ist aber zu beachten, 
dafi nach (1) « i / . ^ i\ ■ 

aln 

r- »•o(r+ tro + + + • • • 

m aetsen itt Hiarans ergiebt sieli fBr « 0: 

8;, — 0, = 0, SS' - roli» + a;«'/"* i 

die Berechnung von bei der auch die Glieder dritter Dimension 
in der Entwicklung von ^ nach Potenzen von | und rj lu-rücksichtigt 
werden müssen, erweist sich im Laufe der weiteren Hechnuug als uxuiötig. 
Nach diraeu Vorbereitungen findet man zunächst: 

■odab 

to ^ cos i?o — Bin f 

gesetzt werden darf. Der Winkel f hat eine einfache geometrische 
Bedeutung, die KichtungHcosinus der Tangente der geodätischen Linie 
im Punkte P sind nämlich, weil s die Bogenlänge bedeutet, gleich |o, 
1/0, So, also gleich cos f, sin f, 0. Mithin ist f das Azimuth ( gezählt 
von der positiven a:-Achse in der Richtung nach der positiven y-Achse), 
unter dem die geodätische Linie von P soBgekk 
Weiter findet man: 

(3o) fte;+i»i»-o, 

(5o) — ^»iio + — 0, 

folgUcUirt B_0, *--0. 

Hitbin wird endlich; 

(4^) cos/-. Ä" + mnf' i^ + (raC«i«f + <;,am»/)« - 0, 

{iS^ - sin/" - Ii" + cos/* • ijö' — {r^ — Qcosfsmf(r^cos-f+ t^ain^ß = 0, 

woraus sich sofort ergiebt: 

ft" r.co«/(roC08V + ^sin»/), iji" - - jS,8in/-(roC08Y + ^«n*/). 

Demnach werden die oo* durch den Punkt P gehenden geodfttiBchen 
Linien in der NUie Ton P dai^sertellt durch die Fonneln: 

I - eoBf' 8 - |r,coi/XroCoaV + ^nn*/) .«»+..., 

ij = sin/ - .s- — \t^Bmf{r^,cos'^f'-\■ ^sin*/*) + 
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dabei ist za bemerken, dafs in dem Autdrock f&r ( der Eoelfiiient 
▼OD unbestimmt geblieben ist*) 

Jetzt hat man zu ermitteln, wie das Azimuth f zu wählen ist, 
wenn die geodätische Linie durch den dem Punkt P benaobbarteil 
Punkt Q gehen soll Die Koordinaten von ^ seien: 

X — COS^ • (ff 

y — sin^ • fff 

Dann «geben eteih zur Bestimmimg der fllr den Paukt Q geltenden 
Werte 9 imd Ton f nnd s die Gl«elnmgeD: 

(7) cosi^ • p — cosgj • <^ ~ 6 »"ocosqpi rßCos-^) + /„siu-gsj ■ (3^ -\ , 

(8) sin^ . ^ == Bin 9 • tf — \t^fäsifpijr^w%*ip + t^wii?tp) •<»• + •••, 
die in erafcer AnnHierang dmch: 

erfüllt sind. Indem man q als variable Gröi'se ansieht, deren Ver- 
Bchwinden das Zoaammen&Uen dar Paukte P nnd Q aar Folge hat, 
wird man daher die Bntwickdnngen anaetaen: 

(jD ^ j/r + ap* H , tf — p + &p" + ---, 

und erhält, da für coag? und sin 9) die Entwickelungen 

eoa9 — eoa^ — ain^ • ap' + • • 
ain^ — ain^ + ooa^ < ap* + • • 
gelten, ana (7) und (8) die Relationen: 
(7') eoB^ — (cos^ — sint/' + •)(! 4- 6p* + • • •) 

X U - i'"oC'"oCO*> + /^sinV)^* + • -Ji 
(8') ain^r « (ain^ + coa^ • a«^ + • • •)(! + (9* + • - •) 

X [1 - 6 '"o('-o cosV + <o8UiV)p" + •••], 

in denen die Glieder bis zur zweiten Ordnung in p genau angegeben 
sind. Hieraus folgt durch Vergleichung: 

0 — — ain^ • a + cos^ • h — ^rQC08^(roCoa*^ + ^a|n'^), 

0 + coa^ • a + ain^ • h — |-l^ain^(r«eoa'#> + ^ain*^); 

1) Diese üleichongen für linden sich bereits in Abhandlungen von 

Diguet und Paisenz, die 1848 im Jemtud de «wA. (1) IS ecMduenm sind. Im 
Jahn 1892 sind sie von Ruofs wiedergefundtm worden (Z. f. Ifath. n. Phyi. 87X 
dem jene fintwickehmgon unbekumt geblieben ynntL 
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miihm wird 

und für das A/imuth der geodätisekea Linie, die von P nach Q geht, 
hat sich so ergeben: 

(9) , « ^ + _ r,)co8^8in^(roG(M*^ + ^bb**)^« + • • • 

Da — p + H ist, wo man nebenbei bemerkt 

zu setzen hat, so wird fSBOtn, bis auf Ghrdisen sirriter Oidnnng ein- 
Hfthliefalich, auch: ' 

y — ♦ + ift — ro)oM^Bm#r(r,ooBV + ^«n^i^»)«« + • • •, 

und das ist die Formel, zu der Herr Weingarten durch ein anderes 
Verfahren in § 24 des Buchee des Qenerala Baeyer (S. 91) gelaugt ift 
Ea bleibt übrig, die Aaimathe in P der beidm Nonnaladinitte 
dnreh P nnd dnrch Q m beatimmen. Fttr den eraten Normaladmitt 
iai daa geaacbte Aximaih offenbar ^ddh it. Ffbr den swmten ergiebt 
es sich xaaeh durch legende Ühwlegong. Die BiohtiingBooainua der 
Normale in Q aind proportional 

*o«H — , + —1. 

Mithin wird die Ebene, die durch P, Q und die Normale in Q hin- 
durchgeht, dargestellt durch die Gleichungen: 

and den Normalachnltt, den dieae Ebene aoa der Flfiche anaachneidet^ 
erhilt man durch dieselben Gleichungen, wenn darin X als Funktion 
▼on n dorch die Gleichung der Fläche: 

bestimnit wird. Die Richtungscosinus der Tangente des NoriiKiIsclinittes 
im i'uakte ij, g sind proportional den Ableitungen von ^ nach x, 
also proportional den Grofsen: 

* + y + + '"Ii- 

Für den Punkt P hat man hierin x = 0 zu setzen, wodurch auch 
jl — 0 wird. Nun weifs man aber, dafs die Tangente im Punkte 1^ 
an den betrachteten Normalaehnitt in der xy-Ehea» liegt Folf^di 
iat fttr » •» 0 anch 
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mitiim für » 1- 0: 

Wenn also wieder 

gesetzt wird, so sind die gesuchten Richtongscosinus proportional 
den Grüläen: 

OOB^ -\- Kr^cosV + ^o8ÜiV)p'(roC08^ + " • 
sin^ + i(roC08V + <i,8inV)(>*(i^sin^/; + • • •), 

0. 

Die Summe der Quadrate dieser Ansdnicke onterscheidet sich von 1 
nnr um eine Gröfsf dor Ordnung p-. Da nun im Punkte P die 

Richtungscosinus der Tangente des Nonuaischnittes durch P gleich 
cos^t', sin^t', 0 sind, so wird der Sinus des Winkels in P zwischen den 
beiden Normal.schnitten, und damit auch der Winkel (in Bogenmal's) 
selbst genau, bis auf Grörsen zweiter Ordnung einschliefslich, gleich: 
(lÖ) y(<o — ro)coai/;8in^f'(roC08*^ + tf^am*i')Q* H . 

Am da& Fonneln (9) und (10) ergiebt noh eofort das Theorem 
TOn Herrn Weingarten. 

Kiel, im Januar 1902. 



Zur Lehre Y<m der TeUbeirkeit dekadieclier Zahlen. 

Von H. Züge in Linden. 

Li dem Artikd: ,,Über die Eennseidien der Teilbarkeit dekadisoher 
ZtikütiBf AidL (2) 17') ist Ton mir ein wesiiger bekanntes Verfidiren 
eingdiend beiiandelty dba dcni als aweiteB Yeifidiren beaeiehnal ist Iki 
besteht im allgemeinen darin, dafs von der zu nntersnchenden Zahl eine 
oder mehrere rechtsstehende Ziffern abgeschnitten werden, von der übrig- 
bleibenden Zahl ein bestimmtes Vielfaches der aus den abgeschnittenen 
Ziffern gebildeten Zahl subtrahiert und der Rest auf seine Teilbarkeit 
durch denselben Teiler untersucht wird, wobei dasselbe Verfahren wieder 
angewandt werden kann. Als besonderes Beispiel sei auch hier die 

1) Leider rinil in dem Artikel so -/.ahlreiche Druckfehler stehen geblieben, data 
ich diejenigen Leser, welche sich für das lioharuifltc Thema interesBieron . auf 
meine Programmarbeit: Allgemeine Itegeln über dii- Kennzeichen dor Teilbarkeit 
deksdiloher Zahlen, wiMeueluillL Beilage som Programm dm KSnigl. QymtMxaau 
m Wühabauhavan 1898, verweilen moA. 
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H. Zdob: 



Regel Uber die Teilbarkeit dordi 7 aagefBlirt: Eine Zahl iat dureh 7 
teübar, wenn die naoh Absfanichen der leisten Ziffer entstandene Zahl, 

nm das Doppelte der letzten Ziffer vormindert, durch 7 teilbar ist. 

Da die Untersuchung auf immer kleinere Zalüen zurückgeführt wird, 
kann man das Verfahren Reduktionsvorfahren nennen. Es gründet sich 
auf folgenden, leicht zu bewcisciulpn Satz: Eine Zalil 10j--|- y ist durch 
eine Jindere Zahl /) teilbar, wenn x — qy durch p teilbar ist, wobei q 
eine Zahl von der Bescliafifpiiheit ist, dafs 10c/ + 1 durch p teill)ar ist. 

Dies gilt allgeuieiu, was auch x und y für Zahlen »ein mögen j 
doeh setzen wir im folgenden voraus, dafs y nur die letzte Ziffer einer 
dekadiachai Zahl sei, woians die Bedeutung Ton x Ton selbst folgt 
Die GhrÖike q heifse Beduktions&ktor. Fflr einMi bestimmten Teiler p 
giebt es bdiebig Tiele solcher GrSftoi, die aber eine arithmetÜHshe Reihe 
bildoL Die kleinste poaitiTe 6r5Jbe q beibe ^nptreduktionsfiiktor. 
Man kann ihn durch folgende einfache Überlegung ermitteln. 

Wenn lOj + 1 durch p teilbar sein soll, so heifst dies, ein Viel- 
faches von p soll eine Zahl sein, die als letzte Zifler die 1 hat. Zunächst 
ist klar, dals dies nicht möglich ist, wenn p 2 oder 5 als Faktor liat, 
imd solche TeiU^r sehliefsen wir liier aus, wie es auch in jenem Artikel 
gesclit htMi ist. Hat aber der Teiler als letzte Ziffer 1, 3, 7 oder 0, 
so kann man stets ein Vielfaches linden, dessen letzte Ziffer 1 ist. Das 
kleinste derartige Vielfache findet man durch Multiplikation der Zahl 
mit den Faktoren 1, 7, 3 oder 9. Dann hat das Yielfiiohe die Form 
10$ + 1. Man braucht also nur 1 zu snbtrahiwen und dann dureh 10 
zu diTidieren, d. h. man branoht nur in dnr dekadisdhen Zahl die 1 
w^KalasseB, so hat man q, den Rednktionsfiiktor. Man eriialt daher 
die einfache und ganz allgemein gültige Regel: Vm ßr etnen "bestimmten 
Teiler den HauptredulHonsfakU^r zu bestimmen, mnUiplmere man den Teiler 
mit 1, 3, 7 oder 9, so dafs das Produkt auf 1 endet, und streicJie diese 1 ab, 

Beispiel: Zu untersuchen, ob 981491 durch 217 teilbar ist. Man 
bilde 217 • 3 = 651 und lasse die 1 we<T. G.ö ist also der Hauptfaktor 
Die Untersuchung kann nun nach folgendem Schema geschehen: 



9814911 




65. 1- 



9808!4 




65-4- 



65-8- 




434 



434 ist dureh 217 teUbar, also auch 981491. 
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Für die enfcaa nogendai PrinMwMen Bind die zugehörigen Bednklione- 
fakioren folgende. 

PrinuaUen: 3^ 1, 11, 1^ 17, 19. 
BodnUiaiuifiiktor: 2, 2, 1, 9, 5, 17. 

Wir stellen hierbei noch die Fr^: unter welchen Bedingungen crgiebt 
sieh bd dieeem Yer&hren einnud der Beet 0? 

Ist die Zahl g lOx + y and der BedtiktionB&ktor q, so mnÜs 
also, wenn das Yerfthren in allgemeinen Gh^Isen ansgedrfickt wird, y Ton 
z subtrahier^ dann durch 10 dividiert nnd dann qy subtrahiert werden. 
Ist die nun entstehende Zahl lOx^ + jfi, so mufs wieder |fj subtrahiert, 
dann durch K) dividiert und ^v, subtrahiert werden, u. s. f., bis der 
ßest 0 erscheint. Dies kann man in folgender b ona ausdrücken: 

, - (lOfl + 1) (y + lOyj + 10«y, + 10»yb + •••)- 0, 

somit 

iö^-y + yiio + y,io* + y.io^ + .-. 

Fuhrt also das Ve>&hi«n zn NqH, so mnfii t dnroh 10g 1 teiUMir 

sein, d. h. durch das Produkt (ip des Teilers, der den Reduktionsfaktor 
liefert, und die abgestrichenen Ziffern sind die Zififem des Quotienten 
z : up, der Reihe nach von der Ziffer der niedrigsten Ordnung beginnend. 
Führt aber bei einer Zahl ^ das Verfahren nicht zur 0, obwohl ein 
Teiler ist, und ist ^p das Produkt, welches den Reduktionsfiiktor liefert. 
Bo ist jedenfalls durch teilbar und für würde man durcli das 
Verfahren den Rest 0 sowie die Ziffern des Quotienten (i^ : ftp = : 
erhalten. Man kann daher Folgendes festsetzen: 

Kommt es hei der Untersudiung im FaUe der TeiXbarkeit aucii daravif 
an» dm QmoHeHtm Jmnen mt lernen, so mutHfUmere tnan die ZcM mii 
demseRm Fäkior, mU dm mm de» Teüer muU^ieiert kai, um den 
Sednktionsfäktor mt lesHmmen, führe das Verfahre» hie mm Beste 0 
dnireh imd bilde aus den äbgestridmen Ziffern, von der leisten anfangend, 
eine neue Zahl, so ist diese der gesudtte QuoHeni.^) 

1) Das hier von dem am 10. Janaar 190t Tentorbenen Verf. beschriebene 
YeiCdirBii ist nicht neu. Lnsbeiondere hat A. Ouglinsso-Fasio 1889 in Palermo 

bei Clausen dio kleine Sbhzift Ton Iti Seiten veröffentlicht: „Sui caratteri di divi- 
»ibilit/i per 7, 13, 17 o pei nnmori della forma 7 10 j 1", und 1897 in Palermo 
bei iteber die Broscliüro von 28 Seiten: „Sui wultipli dei numeri della furma 
IO9 + r oon r » 1, t, 7, 9 e sopra una operanone di diviiibüitli", wo genau 
dieselben Oiierationen durchgeführt w<Td'Ti. Hr. Vivanti, der diese Arbeiten 
im Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik aiiErozciLft hat, weist in dem 
Referate über die erste Schrift auf noch frühere Quellen hin. Seitdem ist die 
Methode besonden in Balien, aber amdi in Frankreieh wiededielt Gegenstand der 
EiiAclerang gewcMn. Ked. 
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76 Gbom IIuod: 

So war im obigon Bdspiele 981491 : 217 der Teiler mit 3 mal- 
tiplixiert, um den Beduktionffikktor 66 ni erludten. Ibn bilde elao 
3 - 981491 «> 2944473 imd fBhze die Untermichmig dnreb: 

294447» 

• 195'" 
29420g 

1301 
292^ 
3261" 
26014 
2601 
0 

Somit irt ''^Jir - 

Linden, Januar 1901. 



Über gewisse Scharen homothetisclier Kegelschnitte in der 

Dreiecksgeomethe. 

You OsoBO Majcbn in Agnun. 

Die Lösung eines besondflnn Ph>bleins erfordert« zunächst die 
Konstruktioü einer Geraden, welche zu einem Diricck in einer spe- 
ziellen Beziehung steht. Diese Gerade aoUte <Ue Dreivchsseitm in solchen 
drei Punkten srJ^ncidcn, dafs die drei Sfrtdile)}, irclche diese Sehn iti punkte 
mit den ijtyrtililxrliefirndrn Krkpunktm verbinden, mit den hetrr/fenden 
St'itm dnh'ifllini Winkel (co) einseid ießen. Es wird im Nachstehenden 
die Konstruktion solcher Geraden gegeben. Die näheren Untersuchungen 
ergaben, dalk diese Aufgabe nur als ein spezieller Fall einer allgemeineren 
aufgefabt werden mn(s; de fthiien mieh auf hesondere KegMkmtt- 
st^armf deren Bestimmung hier festgelegt werden soll, da jene meines 
Wissens bisher unbemerkt geUieben sn sein scheinen. 

In den ersten Artikeln werden (teilweise auch bekannte) Sitae 
abgeleitet, welche für die Folge von Nutzen sein werden. Diese Ab- 
leitungen dürften in dem Bezwecken eines möglidist synthetiseh m. 
haltenden Vorgangs hier ihre Berechtigung finden. 

1. Wir nehmen ein spitawinUiges Dreied£ ABC (Fig. 1) an nnd 
beniohnen seine drei Höhen mit h^f h^, A«. Ans dem Bflsohel gleieh- 
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•eitiger Hyperbeln, welehe dmdi die Eeh^onkte und den HShenpimkt 
(H) des gegebenen DnieeSn gehen, lieben wir beeonden diejenigen 
herror, welehe ihre Ifittelpunkte anf den Dreiedtoeeiten haben. 

Eine dieser Hjperbehi, deren Mittelpiinkt 0^ wai BO Uegt, sei h^. 
Man erhitt ihre Punkte als Sdinitte entspreefaender Strahlen in den 
entgegengesetzt gleichen projektiven Strahlonbüscheln, deren Hittel- 
pnnkfee die £ckpimkte />' und C sind. Die beiden Höhen h,, und 
stellen ein Rmht mtsprechender Strahlen in diesen Büscheln [Ji\ und 
\C\ dar. 

Ziehen wir einen beliebigen Strahl des Büschels \B\\ sein ent- 
sprechender Strahl im Büschel [C] bildet mit denselben Winkel 




(ÄjX,), wie die beiden Strahlen //,,, ar, in [B], wobei der Sinn der 
Drehung in beiden Winkeln ein entgegengesetzter ist. Die ent- 
sprechenden Strahlen und schneiden die bezüglichen Seiten h 
und c in den Punkten und Xp Die Dreiecke BH^X^ und CH^X^ 
(wo 7/j imd i/3 Hühenfufspunkte sind) sind somit ähnlich; schlielseu 
also die Strahlen und .r,, mit den Seiten h bezw. c denselben 
Winkel (oj) ein. In den i)roji'ktiveu Büscheln [i^j und [C] sind die 
Seiten b und c ein entsprechendes Strahlenpaar. 

Dem Strahle a des Büschels [B\ entspricht im Büschel [CJ ein 
Strahl a'" nnd jenem Strahle im Bttsdiel [C] ein Strahl a** im BOschel 
[B], Beide Stndilen a" und a*^ sind bekanntlich T^mgenten der Karre 
1;^, da aber BC ein Dordunesser dieser Karre sdn wird, so sind a" 
nnd a"* parallel. 
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Die Sttten e und h des FimdamflnialdroiedEB werden Tan den 
Strahlen der Bfladliel [B\ und [C] in zwei projddiYen Ptankfcreilien 
geschnitten, welche notwendig perspektiY sein werden, da im Ponkte 
Ä ein entspreehendes Ponkt^paair Terdnigt ist. 

Die Strahlen a** und a"' stellen die Yerliindoi^jelinieii von 2wei 
Paaren entsprediender Punkte dieser Perspektiven Pnnhtreihen dar. 
Es ist somit der Perspektive Mittelpunkt beider Reihen nnendlidi fern, 

da die Stralilen a" und a'" parallel sind. 

Die Verbindiings*rerade g^^ der Fufspunkte und der Höhen 
hf, und ist somit als ein Strahl des Scheines beider penpekÜTen 
Beihen e and b zu den Strahlen a" und a'" parallel. 

Je sirei Strahlen also, welche durch die Eckpunkt« B und C so 
gezogen werden, dafs sie mit den gegenüberliegenden Seiten {f> und c) 
bezw. dnisrlbni Winlrl fo)) hiltlru, sclineiden diese Seiten in zwei 
Punkten, <7m'H Verhindungsjjerndc zur Gcradm g^^ paralhi ist. 

Da in der Hyjierbel die Tangenten a" und a'" dem Durch- 
messer a {BC) konjugiert sind, so ist also der Bichtung nach dem- 
selben Durchmesser konjugiert. 

Bei einer «gleichseitigen Hyperbel halbieren bekanntlich die Asym- 
ptoten die Wiukel konjugierter Durchmesserpaare. Zieht man also im 
Dreieck ABC die Höhen \ und \, verbindet ihre Faftpnnkte 
nnd H^f und sacht die Symmetralen desjenigen Winkels, welcher Ton 
der Verbindnngsgenden H^H^ (oder nnd der Sdte BO euu 
gesddossen wird, so sind diese die Siditongeai der Asymptoten jener 
^ichseit^en Hjpetbel, welche dem Dreieck ABC nmgesohrieben ist 
nnd ihren IGttelpnnkt in der Mitte 0. ▼<» BC hat 

2. Ich habe gezeigt, dal's ein durch die Endpunkte eines Durch- 
messers einer gleichseitigen Hyperbel gelegter Kreis die Kurve noch 
in swei Pnnkten solmeidet, wehihe mit einander venhnnden einm 
Lwn^memr jenes Kreita lirfem. Dieser Durchmesser steht anf dem- 
jenigen Durchmesser der Hyperbel senkrechtf welcher dem zuerst ge- 
wählten Dnichmesser der Hyperbel hoiyygiert ist') 

Ziehen wir den Umkreis des Dreiecks ABC nnd in diesem den 
Durchmesser durch den Eckpunkt A, so wird dieser naofa dem obigen 
Saiae auf g„ senkrecht stehen, da der Umkreis durch einen Durch- 
messer (BC) der gleidiseitigen Hyperbel geht Wir ktanen so- 
mit ssgen: 



1) Hoffmanai Zeitsdir. f. math. v. naturw. üntenr. 81^ A99. 
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Die VeHfiiiduHffämie der FufyMmkie mifeier BShe» im Droedb ABC 
stdU auf demjmigm JDumkmeseer des ümkreiaes eekhredU, wdcher dmk 
dm drütm EäqpuM des Bmeäce geht. 

Der DmchmeBser durch den Edpnnkfc Ä Mshneidei die gleieh- 
seitige Hyperbel in Beinern anderem Endpunkt (JR). Es steht «Ibo die 

Sehne CR auf der Seite h des Fundamentaldreiecks 8enkr('< lit , und es 
ist deshalb CR zur Höhe panlleL Die durch die Endpunkte B 

nnd C des Hyperbehlurchmessers gezogenen parallelen Sehnen CR 
und BH schneiden die Kurve in den Punkten 7^ und H, deren 
Verbindungslinie ein Durchmesser der Kurve sein mufs. Man sieht, 
in welcher Weise dieses mit der Hyperbel im Zusammenhange 
steht; für das Dreieck ABC folgt aber: 

Di^ durch vinoi Kckpnnld (A) des DrcLCcks ABC gezogene Durch- 
messer des ümkrem!S schieidet diesm in einem Punkte, R. Die Ver- 
hindun(^Mme dieses Punktes mit dem Höftendurdtsi^mitte (H) des Dreiecks 
sdmeidet die gegenUberlieffende Seite (BC) in emem Pmkte 0^, wdcher 
die Seite BC tind die Stredce BH tvgUitk hidbiert Der BmM B halt 
daher von ekiem der Eispunkte B oder C dieadbe Bii ^erinm g wie der 
VOM andereik 

(Wenn wir bemerken, dab der Winloel BBÄ ein rechter isk, so 
folgt weiter, dale ^ BBC ~ ^(a^h^^ ist; es nnd also Jb» nnd £jR 

die Bichtangen zweier konjugierten Durchmesser von k^. 

Ziehen wir denjenigen Kreis (e^ durch die Punkte B und C des 
Dnieluneeaers BC, welcher aufserdem noch durch den Hrthciiputikt H 
geht, so schneidet nach Obigem der Durchmesser durch // diesen 
Kreis noch in einem Punkte V der gleichseitigeu Hyperbel k^. Die 
Gerade HV ist zu AR pur:illel, da diese beiden auf senkrecht 
stehen müssen.*) Es ist also [weil HU ein Durchmesser der Kur^'e 
ist) das Viereck AHVR ein der Kurve eingeschriebenes BandUiogrumm 
nnd die Diagonale A V desselben ein Durchmesser der Eorve k^. Wegen 
AR HV ist also wieder der Satz bewiesen: 

^ie drei durch je zwei Eckpunkte und den llöhenpunkt gelejj^en 
Kreise des Dreiecks AB(^ haben glfirlie Halbmesser wie der l.'nikreis." 

Die vier Punkte .1, B, V und (' sind auch Eckpuuktf eines der 
Hyperbel k^ eingeschriebenen ParuUelogrammes. Es lassen sich gleiche 
Sätze %ür die beiden anderen Hyperbeln (0^ und 0^ sind ihre Mittel- 
pnnkte) beweisen. Besobieibi man die diei Kreise c (also ABH, 
BCH nnd ACB) und Tarbindel die Ed^nnkte mit den Mittoi der 

1) Siehe vorige Note. 
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gegenfiberliflgeiidea Seiten, eo bekommt man auf den Ereisai c drn 
Punkte V, welche, mit einander Terlnmden, ein d«n FimdamentaldrnedL 

nmschriebenes, diesem äkaliches Dreieck liefern. 

(lr«>i Punkte E werden erludten, wenn man durch alle drei 
Eckj)uukte des Dreiecks Durchmesser des Umkreises zieht und deren 
zweite Endpunkte sucht. Die drei Hyperbeln h\j, und /r.. sclmoideii 
demniich <leu Umkreis des Dreiecks ABC in den Punkten Ii, weldic, 
mit einander verbunden, ein dem Fundamentaldreieck kongruentes Drei- 
eck bilden u. s. w. 

Der Höhenpunkt H bildet mit den zwei Punkten U^j und dem 
Eckpunkt A ein ¥<d]itindi^ea YieiedL Sdne swei gegenflberliegendai 
Seiten adineiden sich in C nnd die swei anderen in JB. Eine Diagonale 
admeidet BC in H^, die andere in G^. Diese vier Punkte B, 
C, Hl and sind daher harmoniich. Plrojiaiwt man dieee ans JB^, 
so bekommt man vier harmonische Strahlen JS^iBy Cy i7|, Gi). Da 
a])er zwei von diesen Strahlen (MfH und H^C) aiif einander senkrecht 
stehen, so bilden die zwei anderen H^Hi und H^Gy (oder H^H^) be- 
kanntlich mit den ersteren dieselben Winkel. Dasselbe folgt auch 
für zwei andere Paare H^H^f i^i^ und H^ii^, -^i-^* können 
also sagen: 

Zieht man durch die Eckpunkte eines Dreiecks je zwei Uerade so, 
dafs alle mit den gegenüberliegenden Seiten dctiselbm Winkel ein- 
schlieisen, so liegen ihre sechs Schnittpunkte') mit dieeoi Seiten anf 
einem an don Dreiedc homothetmdieii Dreiedc, von welchem je swei 
Seiten nut je «ner der beaflglichen Srnten des Fimdamentaldreie<^ 
dieselben Winkel einsehlielaen. 

8. Wur wolkn in der Folge eine interessante Beeiehnng zwischen 
/ den Asymptoten der drei gleichseiti^n Hyperbeln k^f A*^ und be- 
weisen. 

Veriibgert man eine Seite (J^I^ des HiSienfafiipnnktdreiecks bis 
zum Durchschnitte (II) mit der gegenfiberliegenden Seite (AB) eines 

gegebenen Dreiecks ABC, so läfst sich zuniiehst beweisen, dafs die 
Halbierungslinie {g) des Winkels U^WA auf der Halbierungslinie (^') 
des Dreieckswinkelfl C senkrecht steht (Fig. 2.) Wir ziehen g' senk- 
recht zn 7. 

Di(' Winkel U^C<i' und H^Wg sind dem Winkel gW A j^loich. 
Man fälle aus (' das Lot auf H^W. Es sind wieder die Winkel g' CJ 
und i/gU</ gleich, ebenso die Wiukel BCH^ und HiAIi, andererseits 
JCH^ und H^H^B. Wir haben nun die Gleichheit der Winkel HiE^B 

1) 8i«he Fig. S. 
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und Hl AB zn beweisen. Diese Winkel haben H^H^C bezw. CBH^ 
zu Komplementärwinkeln. Die letzteren sind aber bekanntlich gleich.') 
AuB diesem Grunde sind also auch die Winkel liCH^ und JCU^ 
eiaandor glekih, imd ee loidiafiiliGh bewiMwii, dab di» Sonknoiile 
g* auf g dmi Winkd bei 0 lialbieit. Zieht man diirdi C eine Notmeie 
(fr'*) «1 ^ > 80 wird diese sn ^ perellel sein und den Aubenvinlcel bei 
O belbieraii. 

EonBtraieit man auf dieaelbe Weise die durch den Eckpunkt B 

cur Halbierungslinie des Winkels, welchen AC und B^H^ einachlicfsen, 
gehende Parallele (V/'"), so halbiert diese aus demselben Gnnde dea 
Auiaenwinkel bei B. Die Geraden g" und g'" achneiden emander im 



Mittelpunkte {N) des Ankrebes ftlr die Safe BC. Zieht man die 
Verbindnngdime iiiir, so halbiert diese bekanntiich den Winkel bei A 
ond steht wieder, wie froher bewiesen, auf der Halbierungalinie des 
Winkels^ welchen BC und BÜ^JB^ eiuschlieben, senkreohi 

Wir haben oben gezeigt^ dafs die Asymptoten der drei Hyperbeln 
i^, \ und ^-^ mit den Halbierungslinien {g) der Winkel H^IC, H^UIA 
nnd Hl II B parallel sind, und dab sie durch 4ie Mitten der bezflg^ 
liehen Seiten a, h und c dea gegebenen Dreiecks gehen. Die anderm 
drei Asymptoten stehen auf den bezüglichen ersteren senkrecht 

1) Eh tat <CJ/,//, +<C.B 77, « 180«, also <^ H^Jf,Ä = ^CBn,; da 
aber nach dem vor. Art. H^B = <r B H, und deshalb f lT^n^A^ 

«^ir, H,C, 8o iat auch <^ H^H^C CH . Ähnlich der Beweis für 
4: CZ£| 17, — ^ ^, AiZ, und < £; IZ; ^ ^ 77, (777, (AntipacalleiMi). 
Mktw in MMmmmOk «ni lyilfc. üLBilte. IV. e 
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Wir finden, wie oben geaeig^ daaedbe ffir die drei ICttelpnnkte 
(N) der Ankreiee. 

Hu kann bekanntiioh einen jeden Ponkt (JV) in der Ebene einee 

Dreiecks als einen Mittelpunkt für den dem Dreieck umgeschriebenen 
Kegelecbnitt ansehen.^) Mit Rücksicht auf einen Satz von Steiner* I 
schneiden sich also drei von den Asymptoten der Hyperbeln k^, /,\, h\, 
welche zu den Verbindungslinien JV^^, NC und NA parallel laufen, 

in einem Punkte. 

Es folgt dasselbe auch für die beiden anderen Mittelpunkte N 
der Ankreise, also auch für die weiteren zwei Tripel der Asym- 
ptoten. 

Es sind ans diesem Gfmnde drei von den Asymptoten die Höhen 
in dem Dreiecke, welehes von den anderen drei gebildet wird. Wir 
können slso sagen: 

Die sedu Aayntptoten 0^0^, ß^ß^, y^y^ der drei ^eb^aeOigen Hy- 
perhdn h^, ^ md \ admeide» rii^ mu dreien in vier Punkten, wm 
icclchm ein jeder ein BShenpunkt für das wm den drei €mderen gebädeie 
Dreieck ist 

Eines von diesen Asymptoten -Tripeln hat einen Punkt 8 
zum Sclmitt|)unkt, welcher der Mittelpunkt des Inkreises für das 
Mittcndrcifck O^^O^O. ist. Denn die Winkel, welche die Verbindimgs- 
linien 0^0^ und 0, (|. mit einer der Asymptoten durch 0^ bilden, sind 
gleich, da diese Asymptote die Höhe im Asymptotendreiecke der drei 
, übrigen Tripelschiiittpunkte ist. £benso für beide andere Paare der 
Seiten im Mitteudreiecke u. s. w. 

Es ist sebr leicht zu beweisen, data die Mitfeen aller sedis 
Sfcreeken, welche von den Schnittpunkten der Asymptotentripel be- 
graizt sind, anf dem Fenerbachsdien Kreise dee g^benen Dreiecks 
liegen. 

Man kann dem Dreiecke der Schnittpunkte aller yier Asymptoten- 
tripel (wenn der vierte *S* als sein Hölu npunkt betrachtet wird) wieder 
einen Büschel von gleichseitigen Hyperbeln umschreiben und diesen 
Büschel dem fOr das Urdreieck projektiv anordnen. Dieses Beaiehen 

1) Siebe Steiner^ gesamm. Werke (Weierstrafs) II, ä. 329, 66i>, weiter 
Steiner-SehtOter, D. Th. d. Kegelschn. gest. a. proj. Eig., H AvA., 8. S19. 

8) Dieser Sals lautet: „üne «miqite quebonque ^tant circonacrite 4 na 
triangle donne ABC, et tHant raene'eH par son centre F et par les inilieux 
A\ B\ C des cötc'S du triangle les droites FA', PJ{\ PC; les droitea AÄ''^ 
BB"t CC'\ meudes par lea sommeta du meme triangle paraUdlement a cellos-Ui, 
se eonperont tontes tmis ea na mdme point P*; . . , et rtei]^oqiienie&t . . 
Steiners gesamm. W. I, 8. 808, 804. 
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führt sowohl zu kubischen Involutionen auf dem Feuerbachscheu 
Kreise, als auch zur Erzeugung besonderer höherer Kurven.') 

4. Wir ziehen durch die Eck]iunkt<? A, B, (■ eines spitz ivivllifjf^ 
Dreiecks jo zwei Strahlen, welche mit den gegenüberlief^euden Seiten 
alle denselben Winkel (öl cinschliefsen. Nach dem vorigen Art. sind 
die drei Verbindungslinien der Schnittpunkte mit den betreffenden 
Seiten zu den drei Verbindungslinien g^^, und g^^ parallel. Die 
ewei dieser Schnittpunkte auf der Seite a benichnen wir mit und 
Af, die auf h mit und und die auf c mit (\ und C^. Es ent- 
steht ein Seoliseek ÄiA^CiC^BiB^f Ar welches wir beweiMo wollen, 
daß MMie EdepmUie immer auf einem SjBgMmUU Utjfm. (Fig. 

Mmi kann dem Dreieck ABC einen Kegelschnitt dnschreib«!, 
welcher die drei Seiten in den Punkten H^B^H^ berfihii Dieser kann 
ftr das spitzwinklige Dreieck nur eine Ettipae sein.*) 

Die Qeiaden 17,2, nnd schneiden die gegenüberliegenden 
Seiten c, a und b des Dreiecks in den Punkten III, II und I, welche 
auf der Pasoalschen Geraden für das degenerierte Sechseck Hi, B^, Mg 
liegen. 

Beide Dreiecke ABC und JI^H^H^ sind daher zentrisch kollinear, 
was auch daraus i'olgt, dafs die Verbindungslinien entsprechender £ck- 
punkte durch denselben Punkt (IT) gehen. 

Verlängert man die Geraden A^^B^, BiC^ und Cj^lj bis zu den 
gegenseitigen Durchschuittspunkten, so bekommt man ein Dreieck 
A^B^Cf^, welches mit dem Dteieek H^Hj^H^ zenfanaeh kdünear liegt^ 
da ihre Seiten paarweiBe parallel sind. Nach dem Satae am Schlnsae 
des Art 2 ist das KoUineationsaenibam dieser Dreiecto dar Ptankt H\ 
denn die Eckpunkte A^, B^, liegen mit J9^, Hg, Hg paarweiBe auf 
Geraden durch H. Auf denselben liegen aber auch die Eckpunkte 
A, B, C. Die Dreiecke A^B^^Cq und ABC sind also auch zentrisch 
kollinear; ihre drei Paar Seiten, welche sich auf der KoUineationsachse 
(Ä) schneiden, sind aber die Grgmfirifm des Srrfisfrkrs A^Ar,(\(\B^B^. 
Die KoUineationsachse (7/) ist demnach dir Pascalsche Gerade für ewwn 
KegeLic/miti, welcher durch jene sedts Buttkte geh&i mufs.^) 



1) Die in diesem Sinne geführten Untersuchungen, welche ich demnächat 
veiOffentlicbeii werde, ergaben viele eigentümliche Resultate. 

t) J. Steinere geaamm. Werke (Weientrab) I: IMvelqppemeiit d^ane sArie 

de tb^^orimes relatifs aux soctions conique«, S. SOO. 

3) Vergl. die Ähnlichkeit dieses KosiiltateR mit dem aus anderen BeRtinimiing^s- 
atücken von Gerlach, Zu den Pascalscbeu und ürianchonficlien Uebilden, iiutf- 
nuHuw Zeiticlur. \% 484. 

6* 
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Verbinden wir die Punkte und C, (Fig. 3), so muis die Ver- 
bindungslmie zn den Geraden U^H^ und B^C^ parallel sein; denn 
ist die Mitte der Strecke li^ und jS^ die Mitte Ton C\C,, und nach 
dem VcNcigai B^C^ xu H^ll^ parallel 

Halbiert man die Strecke H^H^ in T nnd Eieht AT, so werden 
•ndi JB|C^ und von dieser Genden lulbiert Da aber J^C, und 
BfCx swei parallele Sebnen des Eegebchnittee A^A^C^C^B^B^ (oder 
knn sind, so geht die Gerade A T durch den Mittelpunkt (Jüf ) dieses 
Kegelsobnittes. Die Gerade H^H^ ist die Polare des Punktes A in 
Besag auf den dem Dreieck ABC eingeschriebeiien £eg«bchnitt 




vic.a 



HyH^H.^ (oder /:); die Uerade AT ireht also auch durch den Mittel- 
punkt von A". Ahnlich läfst sich hemisen, dafs A^C^, A^(\ und A^Ii^y 
A^B^ zwei Paar paralleler Sehnen tür den Kegelschnitt k,., sind, und 
dals die Yerbindui^linien ihrer Mitten durch den Mittelpunkt des 
Kegelschnittes h gelun.^) Beide Kmvm k und K sind daher Jumem- 
trisdL Da den drei Sehnenrichtimgen BiC^, AiB^ nnd CiA^ drei kon- 
jugierte Durchmesser in entqprechen, deren BidUnngen mit den be- 
st^ehfln Dnidmiessem ron k identisch sind, so folgt, dafs die LmKh 
liMm ha^fHgierter Ditrdmeseer für k wnd k^ gemeimam ist; beide Kegel- 

1) BesOgUch weiterer Tangentenkonatnüctionen von sehe man: Hofftnanns 
ZaitMhrift Sl, 6tt. 
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sduiitte rind danmAch homoAelkdi. Dwndbe gilt iBr jedoi beUebigen 
J&^elBchnitt wddur auf die angegebene Weise komtmert «ird, 
in Besng anf den Kegeladinitt jb; ee folgt also allgemein t 

Drei 8eUm eme» apütwkääigm JMeätB näme mm äl* TrS^er mm 

gleichseitig -hffpaiMMchen Involutionen, für wdche die Hohenfußputtkte 

des Dreiecl's die im Endlichm Uzenden Dopjtelpunlic sind. Jr zwei 
dieser drei IttvohUionen seien perspekiiv. Kimm konjugierten Punkte- 
pnnrr einer dieser Involutionen etifsprrche in jeder der beiden anderen ein 

konjugiertes Punktepaar derartig, daß alte drei Paare a}if> den gegevidter- 
lirgend/ n Eekpunkten <li(reli (ierade projiziert werden , u i ldic mit iiiren 
iMzügliehen Trägern detiselhen Winkel (to) einscidiefsen. Je. drei ent- 
sprechende kmjugierte Punktepa^re dieser Involuiioneti liegm auf einem 
Kegdsekmtte. AUe äk» Kegdeehmtte (k„) änd homoikeM^ mä huh 

5. Durch f'inen der Eckpunkte A, JH, C geht im allgemeinen nur 
ein solcher Kegelschnitt k,„. Die Tangenten in den Eckpunkten A. B 
und C an diese Kegelschnitte sind bezüglich zu den drei Geraden 
H^Ri, Ut^it ^B^i panüleL Da aber bekanntlich auch der Umkreis 
▼Ott ASC in Äf B und C dieselben Tangenten beeitit, so folgt: 

Der Umkreis des Dreiecks ABC wird in den Eckpunkten von den 
drei dmr^ diese B<3cpmikk gehenden KegdsdmiUen Tcu herUhft. 

Durch einen jeden Punkt der Ebene geht nur ein Kegelschnitt k„ 
mid eine jede Gerade berührt einen derselben. Für alle Kegelschnitte 
iti fimden wir drei Ftan konjugierter Durchmesser nnd avar AT nnd 
JB(C|, n. 8. w. Es sind eboiso BiB^, H^M\ A^A^, H^M\ C^C^f H^M 
drei Paare konjugierter Durchmesser. Soll nun durch einen beliebigen 
Punkt der Ebene ein Kegelschnitt bestimmt^ oder ein solcher er- 
mittelt werdm, welcher eine gegebene Gerade berührt, so konstmiert 
man diese k^ ans dem Punkte (bezw. Tangente) und aus swei Paann 
jener konjugierten Durchmesser auf bekannte Weise.*) 

Es ist somit die Aufgabe geh'ist: ,,Einm Kegdschnitt eu bestimmen, 

welcher dureli einen gegebenen Punkt geht (oder: eine gegebene Gerade 
l)rri(hrt). und die drei Seiten eines gegebene}/ spitzieinkJigen Dreiecks in 
sffl/s l'itnJden srJnreidef , uclelie, mit flen gtgrii fiberliegenden Kclquinltoi 
verbunden, seelts Gerade liefern, die mit den bezüglichen 6citen alle den- 
selben Winkel (co) eimchliefsen." 

Beide Tangeuten in den Schnittpunkten eines l)eliebigen von den 
Kegelschnitteu A'» mit einer Seite des Fundamentaldreiecks, z. B. AC, 

t) Heye« Geom. d. Lege. m. Aufl., l Abi, 8. 108. 
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8oihiieide& einander in einem Pnnkte des DmohmeBsen MH^, weil die 
Riditangea ÄC nnd MH^ ffir alle K konjugiert sind. Andareneits 
liegfc ein jeder Schnittpankt der genannten Tuigenten auch auf der 
Polare (a") des Eckpunktes A in Bezi^ auf den betreffenden Kegel- 
schnitt Jcu, welche zu H^H^ parallel sein molls. Ähnliches folgt für 
die Schnittpunkte von Tangentenpaaren in den Punkten der Kegel- 
schnitte koff welche auf anderen Seiten AB und JU' liegen. 

Im allgemeinen werden die Durchmesser MB^ nnd J//),, welche 
durch die Schnittpunkt« (^j und />j) eines Kegelüchuittes /.•„, mit einer 
Seite (hier AC) geheu, nicht konjugiert sein. Es wird vielmehr nur 
fBt m$im der Eegelidbn^ dar Fafl mia, dalk aeme beiden Sehnitt- 
ponkte mit der Säte ACf yerbunden mit ein Paar koi^jogierter 
Darehmesser liefern. Be iat leicht, dieies Paar an beetimmen. Dia 
fOr alle Kegdaohnitte km gemeinaehafUidie LB.Tolution kopjogierter 
Darehmesser und der involatorische Schein der gleichseitig -hyperboli- 
schen Puiiktinvolution auf AC aus M haben immer ein reelles ge- 
meinschaftliches Paar entsprechender konjugierter Strahlen, da die eine 
der Involutionen eine elliptische, die andere eine hyperbolische ist. 
Bestimmt mau dieses Paar mittelst eines Stei nersohen Hilfskrcises, 
so schneidet dasselbe die Seite AC in den Punkten 1)1 und 7i>. Der 
Kegelschnitt k'^, welcher durch diese Punkte geht, ist bestimmt; seine 
beiden Punkte Ci und d auf AB sind Schnittpunkte dieser Seite mit 
den durch jBb und B{ an ir,ir, gezogenen ParaUdeD; seine Sdmitt- 
puakte auf BC werden ilmlich gefunden. 

Die Tangenten an in den Punkten Bi, und £|| schneiden einander 
in einem Punkte B\ weldier nach dem Vorigen auf MH^ lieg^ so dala 
abo das Viereck MB'iB' B% ein Parallelogramm ist, weil B' B'i parallel 
zu BiM und B'B% parallel zu BiM ist. Wir ziehen auch in den 
Punkten 6« und Ci Tangenten an An,, welche sich in C schneiden 
mögen. Dieser Punkt C liegt auf Mlly Die Verbindungslinie B' (^' 
ist die Polare [a") des Eckpunktes A in Bozng auf weil B' und 
C Pule von (leradcu [^AC und AB) sind, die durch A gehen. Wie 
bereits erwähnt, ist diese Polare {ji ) zu //ji/j parallel. Im Dreieck 
B' MC schneidet aber die durch die Mitte von B' M zur dritten 
Sttte BC parallel gezogene Qende E^U^ die aweite Seite MC auch 
in dar Mitte if, Ton MC. 

Da die Pnnkte Cil und CS von JE^ gleich weit entfernt aind, ao 
folgt, dals das Vierook MCtC(^ auch ein Pünilkiogramm ist Da 
aber C'iC und C^C Tangenten an K, sind, so stellen die Geraden 
]\IC[ Htid MCt auch em Faar ho^fugierter Ihtrckmesser des Kegel- 
schnittes dar. 
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Analog lafst sich beweisen, dab die beiden Sdinittpinikte Äl und 

Ai von l'r., mit BC die Endpunkte eines Paares konjugierter Darob» 
meemr ftbr diesen Kegelschnitt sind. £a folgt alao der Safcs: 

Unter de» Kegelschnitten k giebt es imnur einen und nur einen 
solchen (Ict), wdtüier jrdr dn- drei Seiten drs Fimdamentaldreiecks in 
zieei Tunkten sehnridrf, die für diesen Kegelschnitt Endpmkbe je emes 
I'aares konjugierter Durchmesser sind. 

Es läist sich also für ein jedes spitaunnidige Dreieck eine EUipte 
von der genannten Eigenschaft konatniieren. — 

Wir sahen, dals die Pole i B') für alle Kegelschnitte k,„ in Bezug 
auf dieselbe Gerade AC auf der Polare (a) von A in Bezug auf alle 
jene Kegelsclmitte, als auch auf der (ieraden 31 liegen. Auf der 
letzteren Geraden ist also die Reihe der Pole (J^') auf die Kegelsclinitts- 
gruppe ka, eindeitfc^ heoogen. Die symmetrisohe biTolation an£ AC 
beeitatt einen Doppelpunkt H^, wddier ab Pol fllr die Gerade AC in 
Bezug anf den dem Dreiedc ABC eingewshriebeiien Eegebohnitt 
(H^H^Ht) auch der Beibe der Pole anf MS^ angehdrt 

Es ist nnn leicht zu erkennen, dafs die Reihe der Pole auf 3///, 
za der symmetrisch -iuvolutorischen Punktreihe auf AC in einer em- 
ziveideutigen Beziehung steht, da doch einem jeden Pole zwei kon- 
jugierte Punkte der Involution auf AC und einem jeden Punkte aof 
dieser ein einziger (P»tl) auf 31 IL entspricht. 

Die ein zweideutigen Reihen befinden sich in einer duzirrten" 
Lage^), da dem Punkte //j als einem Punkte (Pol) der Reihe auf J/i/j 
derselhe Puukt als der Berührungspunkt des Kegelschnittes k in der 
Reibe anf ilC entspridii BelanmtUch mnhüllen aber die Yerbmdnngs- 
linien «ntspreehender Elemoite zweier ein-zweideutigen Reib«!, weldie 
sich in einer rednziaten Lage befinden, einm Kegelsehniti Dem 
Ptmkte jE^ der Reihe anf MH, entspricht in der zweidentigen Beibe 
anisar demselben Punkte auch noch ein zweiter, welcher mit dem 
ersteren ein konjugiertes Paar der zweideutigen Reihe bildet. Dn aber 
ein Doppelpunkt dieser Reihe ist, so folgt, dafs der Punkt der 
Berührungspunkt des Trägers der zweideutigen Reibe für den Reduktions- 
Kegel.schnitt ist.-) 

Je kleiner der Winkel o für einen Kegelschnitt /„, wird, desto 
weiter von //, liegt der zugehörige Pol auf dem Halbstrahle H^B'. 
Wird (0 — 0, so kommt der zugehörige Pol in den unendlich femra 
Punkt Ton Jfü^; die dnrdh diesen gehenden Tangeuten an h,, &llen 

1) Wejr, Theor. d. mebideoi. geotn. Blementavgeb. etc., L|». IBM, S. 1(. 
8) Weyr, 1. c 8. 17. 
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zn.samnipn, und jenfer unendlich ferne Punkt ist ein Punkt dfs R^duktions- 
Kegelschnittes. Dieser ist somit eine Parul)*'!, und wir kr»nnen sa<^en: 
Dk in (im Srhjtitiputtktm aller Kcffrlsrlmitte 7)>if (/rrsrlhi-n Siitr 
des Fundamoitaldrrirds <m diese (jczogmen Tan-gciitm iiniliiiliri/ citw 
l^arahtL urlche die betreff ende Seite in dem auf Utr lieycmien Höiien- 
fttfspmkte berührt. ') 

6. Wir greifen wieder drei entHprechendo Paare der Involution 
auf den Seiten des Dreiecks ABC heraus und bilden ein Sechseck 
A^Ä^ÜiC^Bißf samt den seclis Projektioasstrahleu dieser i'uukte aus 




den betreuenden gegenüberliegenden Eckpunkten. l^Fig. 4.) Es schneiden 
sich CCf und BB^ in einem Punkte Ä*f BB^ und AA^^ in dem Punkte 
C* und endlich AA^ und CC, im Punkte J9*. Der Punkt A* liegt 
somit »nf der Hyperbel K (mit dem Hittelpiiiikte 0«), dor Pnnkt B* 
auf der Hyperbel h und C* waS der Hyperbel A^. Es iet hiemadi ein 
jeder der K^eledmitte km mit einem einsigen der Dreiecke A*B*C*f 
welchee za dem betreffenden Winkel 9 gebOft, ümig TeiknOpft. 

1) Wir welleii inf die gegenseitigen Benehungen dieaer drei Pvabeln ^er 
nicht nUier «ingelMn. Es lieben «ieli diMbesflgHebe Unienaclnuigett im Sinn« der 

bekannten AVihandhmg von Artr.t wcitcrffihrcn. (Artzt, T'ntiTHiich. über ähnl. 
Pnnktr. auf d. Seiten eines Dreiecks und auf deren Mittelsenkrechten, etc., Pro- 
gramm Recküngbausen 18b4, Nr. 332.) 



I 
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Wir erwähnen zuerst eine Beziphung dieser Dreiecke A*B*C* 
zum Fundamentaldreieck ABC. Wie früher bewiesen wurde, schneiden 
die Geraden B^(\, -^UCi und A^B^ die gegenüberliegenden Seiten des 
Dreiecks A BC in drei Punkten I, 11, III, welche in einer Geraden (p) 
liegen niüssfii. 

Die l'uiikte A^, B,, C, C* bilden vier Eckpunkte eines vollständigen 
Yiorecks, Ton dem swei Seiton sich in Ä und die andern zwei in B schneiden. 
Die Stneke AB wird von den Geraden C*C und AiB^ in den Punkten L 
und n (inneilieh und ftubedidi) barmoniBeh geteilt Ebenao bilden die 
Ponkte J^CiBB* vier Eoüqpiinkto eines sweitoi ToUslftndigen Viereeks, 
Ton dem zwti Seiten in die anderen iwei ab«: in Ä naammenlaofen. 
Zieht raan A^C^ und B*B, so bekommt man im Schnitte mit AC zwei 
Punkte ni und G, so dafs ACG III wieder vier harmonische Punkte 
sind. Beide harmonischen Würfe ABLU. und ^C6rIII liegen aber 
perspektiv. weil sie den Punkt A entsprechend gemein haben. Die 
Verbindungslinien .anderer Paare entsprechender Punkte schneiden sich 
also im Perspektivitiltszentrum (I\ welche.s notwendig mit dem Punkte I 
auf zusammenfiiUt, da die Verbiudungslinieu entsprechender Puukte 
BC und ü in durch die8eu Punkt 1 hindurchgehen. Die Verl)mdungs- 
linie GL geht somit aaeh dnieh den Ponkt I, in welehem sie die Seite 
BC Ten ABC trifft Zieht man AA*, so bekommt man im Scfanitt- 
pnnkto K mit Bö einen Ponkt der Art, daCi wieder KL dnreh m 
und K& diuefa II geht Der Beweis wie tdx GL 

Entsprechende Seiten beider Dreiecke ABC nnd KGL schneiden 
sich somit in drei Punkten einer Geraden (/j), woraus folgt, dafs sie 
zentrisch-kollinear liegen. Die Verbindungslinien ihrer entsprechenden 
Eckpunkte gehen durch einen Punkt S, In diesem schneiden sieh also 
aucii AA*, Bir* und CC*. 

Bezeichnen wir die Strahlen CC^ und C(\ mit 2 und 1 , die 
Strahlen AA^ imd AA^ mit 4 und 3 und die Strahlen JiB^ und 
mit 6 und 5; diese Strahlen 12345G bilden ein Brianchonsches Sechs- 
SMt Denn die Sdmittpunkte der Seiten 12 und 46 sind C und C*f 
die der Seitan 23 nnd 56: B* nnd B, endlieh die Ton 34 nnd 61: A 
und A*. Nach dem YoAet Bewiesenen gehen aber die drei Yer^ 
bmdimgslinien gegenfiberliegender Schnittpunkte durch denselben Punkt 
Sf und wegen der Richtigkttt der ümkehmng*) des Brianchonschcn 
Satases sind die sechs Seiten AA^, AA^, ^^x> ^® 
eines Brianchonschcn Sechsseite, und wir können sagen: 



1) Steincr^Sduflter, D. Theor. d. Kegelicha gest auf proj. Eigeiumh., 
II. AuA., 3. 
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Prcjisiert man irgend drei entsjnrechendc Po/Oire der symmetrischen 
Involutionen auf den Seiten von ABC aus den gegenüberliegenden Eck- 
punkten, so bilden diese sechs ^(yekiionsstrahlm sedis Tangenten eines 

Kegelschnittes. 

Auf diese Weise entspricht einem jeden Kegelschnitt /r,^, welcher 
dun^li sechs Punkte ÄyA^B^B^CJl, ^ph\, ein Kegelschnitt, welcher die 
Strahlen AA,, AA,, BB„ Jili,, ('(\ und ('(\ herilhrt. Diese ein- 
deutige Beziehung tührt zu Untersuchungen über Kurven höherer Ordnung, 
die wir hier nicht näher yerfolgen wollen. 

Projizierk man die Eckpunkte Ä* ftr alle möglichen Winkel o 
aus 0 und aae ^ so sind beide so entetandenen Strahlenbflechel projektiv, 
weil A, C nnd alle Ä* anf der Hypwbel liegen. Ph>jiziert man 
wieder die Paukte 0* ans A und C, ao nnd aneh dieee projizierenden 
Strnhlenbüschel projektiT, weil Af C nnd alle 0* anf der gleichseitigein 
Hjperhel k^ liegen. 

Die Strahlenbüschel A {r , Cj, r^, . . .) und r {A\ A\, .-i;, . . .) 
sijid aber entgegengesetzt gleich, also projektiv; dpiunarh sind auch die 
Strahlen büschel A {A', A\, A'^, . . ) und (' , (\, r;, . . .) projektiv. 

Da die entsprechenden Strahlen sich in den Kollineationsnnttel- 
punkten S schneiden, durch welche auch die \'erlnniliui^slinicn 
B {B^ , B'^, B'^, . . .) hindurchgehen, und weil im IIölieu|mnkU' ff drei 
Eckpunkte A*, B*, C* eines gewissen Dreiecks A], JET C* vereinigt 

sind, mit welchen dann alsu auch der zugehörige Kolliueationsmittel- 
punkt zusammenfallt, so können wir schliefsen: 

J>*e KullineatiuHsmittdimukO: [ISj aller Dreiecke A^ B' C* und des 
Fkmäamienkii^breiedes ABC liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel, wddie 
dem Dreiedc ABC umge9ehri^)en i^ 

Man bemerke, dals die Punkte S die Brianchonschen Punkte fSr 
alle Sechsseite sind, Ton denen je drn Paar Snten durch A, B und C 
gehen und immer aUe sechs mit AB, AC und BC gleidie Winkel (ca) 
einschlielsen.') 

7. Für ein .-itunipfirinhlhjrs Dreieck AB('(F'\g. 5) gelten bezüglich 
der drei gleichseitigen Hyperbeln k^ k^ und k^ dieselben Beziehungen 
wie ftir das spitzwinklige. 

Es folgt auch hier wie dorty dafs die dm konjugierten Paare der 
drei LiTolntionen auf den Seiten des Dreiecks aus den gegenüberliegenden 
Eckpunkten durdi Strahlen projiziert werden, wddie alle denselben 

1) v^l st einer- WeientnA L, Thterteie« relatift etc., S. SOI, fF. für weitere 

Entwicklungen. 
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Winkel mit den Seiten einschliefsen. Auch li^n wieder die drei 
Ponktepaare anf demselben Kegelschnifct^ welcher aher für das sfcompf- 
winklige Dreieck eine Hyperbel sein mvJk, 

Der einem stumpfwinkligen Dreieck eingeachriebcnp Kep<>lprhnitt 
(Je), welcher die drei Seiten in den Höhen f'ufspunkteii bcriihrt, kann nur 
eine Hyperbel sein.*) Es läfst sich nun vollkommen Jin.ilog den Aus- 
führungen des Art. 4 zeigen, dafs die Kegelschnitte für das stumpf- 
winklige Dreieck mit dem Kegelschnitte k densdien Mittelpunkt und 
diesdbe hmAiMm hnijuyiertet Dwrtämeutit httUtm, Si folgt daraus, 
dds Mcih die Doppelatrahlen diesw InTolution, d. h. die Äaymptotm 
de8 KegdtehniUes h OMcfc soldie ßhr aBe iänr^fm h„ rinä. 

Diese Kegelseknitte besfedien ans tuf» On^Bpm, weldie dnrdi 
die Asymptoten und von h von einander getrennt sind. Die der> 
selben Omppe angehSrigen sind homcMiadi und beide Gruppen hm- 
Membrisch. 

Die Asymptoten Oj und o, können znsammen als die Grenzkurre 

beider Gruppen angesehen werden, welcher alle Eigenschaften wie irgend 
einer der beiden Gruppen zukommen. Wir können demnach sagen: 

Jeilr (In- Ai^ymjitoten derjmifjm Hif}>erhrl (I;), utkhr die drei Sriini 
fin's stnuiptu'iuhligen Drcifcks in dm Höh» tifiißjmiddru Imrli/irf, schnt idei 
die Si'itcn des Dreiecks in drei Vnnlien, tolelie ans de» f/(</eniiherJief /enden 
EckjmnliUn durch Strahlm projiziert werden^ die mit den hetrcffeiuien 
Seiten edle denselben Winkel einschließen. 

Irgend eine Hyperbel k^^ schneidet die Seite AB des Dreiecks in 
den Punkten C\ und (\, welche vom Hohenfulspunkte i/j auf dieser 
Seite gleiche Entfemimgeu haben. Die Asymptoten Oj und schneiden 
dieee Seite aneb in zwei von jB, gleich weit abstehenden Punkten (Fig. 5). 
Es folg^ dab diese Sehnittpnnkte der Asymptoten mit der Smte AB (nnd 
ebenso fDr die beiden andwen Säten) Tom Punkte (bezw. B^) 
getrennt sind.*) Projiziert man nnn die qrmmiriatÜMshe Inyolntioii aitf 
jeder Seite von ABC ans dem gemeinsamen Ifittelpimkte (3/) der Kegel- 
schnitte h^f so werden die Asymptoten und durch die Doppel- 
atrahlen jenes projizierenden involutorischen Strahlenbüschels immer 
tfetrennt. Da solche zwei Involutionen kein reelles gemeinsames Paar 
entsprechender Strahlen be.sitzen, so folgt, dal's es unter den Kegel- 
schnitten keinen geben wird, welcher die Seiten des Dreiecks in den 



1) Steiner- Weierstrafa 1., Developpement d'unc serie etc., S. 200. 

S) Jede der Asymptoten Mbaeidet je swei Seiten des Dreiecks ABO in zwei 
Poakten, deren Verbindungsgeiade sa deijenigen der beiden HöheuftiCq^nuikte auf 
disMn Seilen parallel itt. 
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Endpunkten je eiuM Paares krtnju^nfrter Dorohmesser schneiden würde. 
Die Asymptoten «j und bilden mit je zwei Strahlen, durch welche 
die Doppelpunkte der Involutionen auf den Dreiecksseiten ans dem 
Mittelpunkte M projiziert werden, je einen harmonischen Vierstrahl. 
Die Asymptoten «, und Talso (ieraden von der vorhin angegebenen 
Eigenschaft^ können aus zwei i'aareu jener i'rojektiousstrahlen mittelst 
emM Steinernh«! BBfskreises konstruirt werden, nachdem zuvor der 
Ifitkdpimkt Jf auf die bereits angegebene Weiaeennittelt worden iei (Fig. 5.) 




Flg. 6. 



In Fig. 5 schneiden die Asymptoten «j und a„ die Dreiecksseiten 
Ali, AC, in den Punkten (\, li^, J,, bezw. C^, B^, A,, und es ist^ 

wie bereits erwähnt, HiA.. '^^i, /A/i ^ ^h^3 II^B^ ^ '^x^^i» 
die Geraden T', "nd B^(\ sind mit //«//;, parallel, ebenso 

i^jJ, II ll^U^ II B^Äi und A^(\ II //ji/j II A^(\. Die Strecke B^L\ auf 
der Asymptote wird also im Punkte d. L durch die Seite U^H^ 
des HÖhei^ufspunl^adreiedsSf haBnerL Ebenso für die Seiten nnd 
HiHf und die betreffendoi Abacfauitte auf imd stwiachen den beiden 
anderen Snten des Dreiecks ABC. 

S. Projizieren wir di«' sechs l'unkte /?,, f*,, A,. 7?„, (\j aus den 
Eckpunkten Aj B^ C, so bekommen wir sechs Strahlen, für welche im 
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Ali 6 bewiesen wnrde, dab aie eeclkB Teiigeiiien desBelb«! Kegel- 
sdinittee aiiid. Dieee aeeha Tangoitflii iMeen aieih rai Dreieekspaaren 
kombimeran, deren Eckpunkte wieder auf einem Eegelaehnitte liegen 

Wir «teilen die drei Strahlen, welche die Punkte A^, By, (7^ pro- 
jiuereBy n einem ersten und die drei anderen zn einem zweiten Dreiecke 
zusammen. Wir bezeichnen diese Dreiecke mit A\lfJ^^ und A\1T^(^^, 
sodafs A\ als Schnittpunkt von C(\ und BB^, als Schnittpunkt von 
AA., und 7>'i?3 u. s. w. erscheint. Die so erhaltenen sechs Eckpunkte 
liegen auf einem Kt gelschnitt« ( »j), iür welchen wir beweisen werden, 
daiÜB er ein Knis sein mufs. (1^'ig. 6.) 

Die Dreiecke ABAi und AB[C^ sind ähnlich; denn die Winkel 
AA^B and AC^B^ sind gleich (o) und der Winkel Im A beiden Drei- 
ecken gemeinflam. Ee ift also dar Winkel bei ^Mch dem bei JB 
▼an ABC. Van beweist auf dieselbe Weise ans den ahnliehen Drei- 
edaen AfS^O nnd CfBC, dab aneh der Winkel bei B^ ^eiish dem bei 
B TOn ABC ist, und ebenso die Gleichheit der beiden anderen Winkel in 
den Dreiecken A\B[C[, A^B'^C, mit den bei A und C von ABCf 
woraus folgt, dafs dirse drei Dreiecke unter einatider ähnlich sind. 

In dem vollständigen Vierseite ABA^B^ schneiden sich die gegen- 
überliegenden Seittn AB und vi, 1^, im Punkte C|, die Seiten ABi 
und BAy im Punkte C. Die Verbindungslinie C(\ wird von der 
Diagonale AAy in i/J und von der Diagonale BB^^ in A\ geschnitten. 
Es liegen also die Punkte C, B'^ und A\ harmonisch. 

Ans dem TollstSndigen Yierseite B^CBC^ eriiellt weiter, dab 
aodi die Ghmppe C, C^, ^1^, eine hanrnmisohe ist Da aber die 
Punkte Jl^, Al^, B[f B^ dön Kegelschnitte (m) angehören, so ist die 
VarbtndnnpKnie C\C^ die Polare des Punktes C für diesen Eegelsehnitt 
Die Gerade CJ\ ist aber eine Seite des Fundunentaldreiecks; man be- 
weist ahwlifth^ dals B^B^ eine Polare von B und A^^A^ eine Polare von 
A in Ben^^ auf den Kegelschnitt m ist; wir können also sagen: 

DU sechs StraJden, durdi urlrhr die SchniUpmkte der Asymptokn 

«it »«7 den Dreiecksseiten ans den Eckpunkten projiziert werden, kann 
man (ds Seiten von zivei Dnitrkrtf .vo f/ruppierni , dafs die Eckpunkte 
dieser nuf einem Krt/t (schnitte m licgeuj für weldtett lias FwulamctUal- 
dreicck ein Fuldreivck ist. 

Jedes der genannten Dieiicke A'^Jf^C] und yl*Z>*(y liegt mit 
dem Fundameutaldreieck zeutrisch -kollinear. JUr Kollinrntinnsdchsen 
sind die Asymptoten btzw. Denn die Seiten A[B[ und AB 

l) Steiner-SchrOter, L e., S. 12». 
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Bchneideii einander in die Seiten A[Cl und ^0 in ^ endlich JB^C[ 
nnd BC in J^; die Punkte A^f and (7| liegen aber anf der 
Aaymptoto a|. Man beweist analog^ dab «e^ die EolUneationfladise ffSr 
ABC und A^JT^C, ist. 

Die Verbindungslinien ÄA], BB^ uud CCl schneiden einander im 
Kollineationszentrum I beider Dreiecke ABC und A'Ji'^f^^. 

Ziehen wir die Verbindungslinien Cl und Bl, (welche durch C\ 
bezw. gehen) und bezeichnen die Schnittpaukte von 61 und AB 




ng.t. 



mit und Bl und AC mit JB^ IMe Yerbindnngsgeraden B^^C, BlC^, 
BCq gehen AmÜieh durch den Sckpunkt A. Zieht man noch AI, 
ao sind die vier letsteren Strahlen hannonisdi, da sie die Punkte C, 
B^, und A!l progiaieren, welehe aber, wie früher bewiesen, hsa^ 

monisch liegen. 

Es folgt (laruus, daCs einerseits die vier Punkte C, r„ und I, und 
andererseits B^ B und I harmonisch liegen. Es liegt aber auch 
auf der Pohire Ton C nnd B auf der Polare^) von B^ in Bezug auf 

1) liegt auf der Polare von also liegt audi JB auf der Polare von 



Digitized by Google 



über gewine Scharen homofliayicher KegelBcbnitte in der Dreieckageometrie. 9Ö 



den Eegeladmitt fM, und nnd sind Punkte des K0ge]Mlinitliee m; 
der Ptinkt I liegt also «noli wf dem Eegeleduiitte m.^) Wenn wir fBr 
die Dreiecke ABC und ^JB^C^ ahnJicIi den Beweis ftlr den zweiten 
Pnnkt n vollbringen, so kSnnen wir schlielsen: 

Die KotUneationsgmiim (I und II) für je eines der Dreiede 
AIB[C[ und ^B^Ci und das Fuudamentaldniedi ABC liegen atf dm 
Kegdsdmiäe der eeehs Punkte J^^q^^C^ 

9. Aus dvm Vorangehenden folgt, dafs die Winkel B^All^ H^AJT^, 
If^CJI^ und IICB[ alle untereiaauder gleich sind, weil sie Kompleiueutär- 
winkd fon m sind. Es sind daher die zwei Bdsdid Ton StraUcn 
H, B[, .) nnd C'(I^, //, i>1, • • .) projekÜT-jßeidi. Ordnen 
wir die anf i^eicher Stelle stdienden Strahlen als entsprediend au, so 
sind die Bfisehel aneh i^eieUauftud. Die Schnittpunkte «itsprechen- 
der Strahlen und zwar H und B^ liegen daher auf einem durch A 
UD'I ^' gehenden Kreise (jfcj). Mau beweist auf dieselbe Weise, iiafs auch 
A, Ii, U, C\y Cj auf einem Kreise Ic^ und B, (\ H, A\, A\ auf einem 
Kreise liegen. Diese drei Kreise /r^, h^, und fc, haben denadhen HaUb- 
messer nie der Umkreis (w) von ABC.-) 

Die Kreise A'^ und 1:,^ haben die Höhe CIl zur Hadikalachse.') 
Beide Kreise liegou also samt den Geraden (' B"^ und CA\ in Bezug auf 
diese Hadikalachsf symmetrisch. Die Schnittpunkte A\ und A\ 
jener beiden Geraden mit den Kreisen /•„ und l\ liegen also gegen 
CU symmetrisch, und es sind deswegen die Geraden A^B[ und Ä'^K^ 
EU AB paraQel, weil sie anf CH senkrecht stehen. 

Man beweist ebenso, dab i^C^ und B^^t\ zu BC und A\C^ A^C^ 
m AC paraUel ist. 

Es sind also die Seimen A'^B[ und Allf^ zur Polare (AB) des 
Punktes C paraUe!, und es ist demnaeh die H5he CH der den Richtungen 
jenw Sehnen konjugierte Durchmesser des Kegelschnittes m, weil sie 
den Punkt C mit der Mitte von A!^Bl v^bindet. Es ist ebenso AH 
der den Sehnen B^Cl nnd ^C{, schliefslich BH der den Sehnen 
^llfp .4*Cg koigugierte Durchmesser von ?«. Da die drei Durchmesser 
durch H gehen, und die Involution koigugierter Durchmesser eine 
sirhdare iat, so folgt: 



1) Folf^ auf eine andere Weise auch aus beksanten SfttMm. Cromosa: 
Elem. d. proj. Geom., Stuttgart 18»2; p. 231., ff. 

S) Dieie Enise gaben durch je sirei Edi^maUe und den HOhenpankb vom 
ABC. Siehe Ari 8. Das Dxeieok der llitbelpvnkte dieier drei Xraiae hat Seiteii, 
weldie mit denen von ABC «ntspmchend pscallel aind. 
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ikr dturdi die Bmkie A\, Bl, C[, A'^, ir^,Climddie KoOmeoihM- 
»enirm I und II ffdiende Kegdte^mU (m) kt em Kma, weMier dm 
BSkenpmkt (B) des Dreiedte ABC mm MiUdpuHkle hol 

Wir mlien frfiher, dab der EoUinmtioiisiBittelpiiiikt I der Sehnitt- 
pnnkt Ton AA!^, BB^ und CC[ Ift Der Winkel C[IA\ ist aber als 
ein Periplierifiwinlral des Kreises ein Sapplementiurwin]»! des Aber 
demselben Bogen stehenden Winkels CIB^A!^. Es ist also der Winkel 

AIC gleich dem Winkel bei im Dreieck A\B\C^^ und dalu r fxl' ich 
dem Winkel bei B von ABC. Der Winkel ^416' ist also ein Peripherie- 
winkel des Kreises AB(\ Man beweist analog, dafs der zweite 
Kollint ationspimkt II der Scheitel eines dem Winkel bei Ii von ABC 
gleichen i'eripheriewinkels des Kreises ABC ist Es folgt also: 

Dir Kollmeatiomzvntrcn I und JJsind die Schniü^tmkte des Kreises m 
mit dem Umkreise von ABC. — 

Verbinden wir die Punkte A\ und A\, B[ und i^, so schneiden diese 
Verbindungslinien einander auf der l'olare AB von (\ und zwar wegen 
der Symmetrie zu CJI im Hrthenfnl'spuukt Die Dreiecke A\AIB\ 

und Ji^J^^Al sind kongruent, also sind auch die Dreiecke B^(\H^ und 
A\CJI^ kongruent. Der Winkel C^BT^Il^ ist dem Winkel CAB, gleich, 
weil sie Peripheriewinkel über dem Bogen CB[ des Kreises sind. 
Es ist weiter der Winkel BT^C^H^ gleich dem Winkel AB^C^, weU 
sie Sapplement&rwinkel Ton a> sind. Es mflssen also die Winkd bei 
nnd in den Dreiedcen AB^C^ und J^C^ü^ ^idi sein. Da aber 
der Winkel bei C[ 0eioh seinem Soheitelwinkel im Dreieck ^JBJCJ 
isl^ für welchen wir bereits gezeigt haben, dafs er dem W^inkel bei C 
von ABC jzliiVh ist, HO ist der Winkel If^If^C^ gleich dem Winkel 
bei C von ABC. Es folgt daraus, dafs die Gerade B^B^ mit der Seite 
i/j/Zj dis Hölirnffi/'sputihi.sdrrlcc/:.^ zu smunicn fällt, und dafs (wegen der 
Symmetrie) auch /IJ-'j "'i*^ B^II^ zuHammenfällt. ') Es wird ühnlich 
gezeigt, dafs auch die Punkte und auf Biil^ fallen, und wir 
können sagen: 

Di( FA}>uiil.ir dir Ihrinic A\Ii\(] und A'^BJ^ liegen jmuuvise 
auf dni Seiten des Jlöhettfufsjjutdd.sdrriechs von ABC. 

Wir sahen, dafs die vier Punkte C, K^. C^. A\ harmonisch lifutn. 
Projizieren wir diese aus i/j, so Ijekoiniiien wir vier harniouibche 
Strahlen H.\li^, B\, C^, 7?^). Wie al)er gezeigt wurde, ist /.', die Mitte 
von B^C^, folglich ist die üerade iI^B[ zu B^C^ oder parallel. 

1) Siehe den Beweis, dab -^R^H^A^-^ACB ist, in der 1. Anmerkaiig 
von Nr. S. 
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Projiziert man w«tar die Tier harmonischen Punkte C, A\, (\, 
aas 1^, 8(1 l)ekommt man auf a^ vier luirinonischie DurchBchnittspunkte 
mit jenen harmonischen Strahlen aus Drei von diesen Punkten 

sind Z^j, C\: da aber die Mitte von /^jCj ist*), so mufs //jj-Öj 
zu aj parallel laufen. Vollkommen analog beweist mjau Almliches für 
I^^ und H^, und es folgt daraus: 

Vcrhimk't man jeden der drei Hohen fufspunhte H^, H^, If^ mit 
jenen zwei entsprechenden Krl-punkten der DreieeJce A]Jf\C[ und A\li'J''„ 
hei leddim dieselben Winkel, wie der dem hetrefj'mden Ilöhenjufspunkt 
gegenüberliegende in ABC anliegt^ so sind je jnm Verbindungdinien su 
dm Asymptoten und ctj pamiXtd. — 

Die Schnittpunkte G^^, G^, Gr^ der Seiten des Höhenfuispunkta- 
dxweeb {H^H^, U^H^ H,H,) mit dm mitBpnoliMidffii Seitei AC, BC, 
AB Ton ABC liegen in einer Geraden (g).^) Die vier Punkte B^ 

Bf A!^ liegen kannoniich, weil S der Pol Ton AC in Bemg auf 
M isfc. Projizieren wir dieae vier harmonieehen Ponkte ans 0, ao be- 
kommen wir vier harmonische Strahlen C(Oj^ 1, A!^. Projizieren 
wir die vier harmonischen Punkte G^^, C, 1/g, A aus A\, so bekommen 
wir wieder vier harmonische Strahlen A\{G^^, C, I). Die Geraden 
.4 .1* und CC^ p;f'hen namlich durch I. Beide harmonischen Vierstrahlen 
haben uhcr einen «gemeinschaftlich entsprechenden Strahl (CA^, die 
Schnittpunkte der drei übrigen Struhlenpaare liegen also auf einer 
Geraden, und der Punkt I liegt auf der Geraden y, weil diese durch 
^is^is bestimmt ist. Wir können nun sagen, wenn wir für II ähnlich 
dasselbe beweisen: 

Die beiden KuUinmtionszentren I nnd II liegen auf der Kcßmeoitioi»' 
üdm dea Ikneeks ABC und des Köhenfußpmktadreiedes. 

Mit Hilfe dieses Satzes läfst sich der Kreis m direkt einfaeh 
honstruieren. Man bestimme nur die Gerade g und beschreibe den 
Umknis von ABC. Die Schnittpunkte von g mit dem ümkreise «nd 
die Punkte I und IL Man braneht dann nur ans H mit d«n Balh- 
messer Hl — Ell den Kreis m sn beschreiben. 

Hat man den Kreis m, so kann man die beiden Asymptoten «4 
nnd «tf Isiflht ennittela. Ysdangert man nSmlich H^H^, so bekommt 
man auf m die beiden Schnittpunkte A\ und A^ Die Yerbindnngs- 
geraden A[C und A\B schneiden die Seiten AB und AC von ABC 
in den Punkten C, und B^f und es ist die Gwade CiB^ die 

1) Siebe Fig. 6. 

2) Der Deailichkeik der Hg. 6 wegen sind dort die Funkte nicht 

bezeichnet 

Arohiv der MatbeiiwUk und i^byiik. ilL Etihe. IV. 7 
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ÄBvmptote «j. Verbindet man mit C und B, so bekommt man 
im Schnitte mit AB und AC die Punkte 6^ und B.. Die Gerade 
BjCj ist die zweite Asymptote a^. Man kann ähnlich die Geraden 0^ 
and «j mittelst der Seiten H^B^ und //ji/g erhalten. 

Aus der Fig »> ist ersichtlich, wie man die Asymptoten und «j, 
also auch den besonderen Winkel a auch ohne Zuhilfenahme von m 
konstraktiT ennitleln kann. Man besclireibe irgend «men der Krräw 
Kf ^bt Kf ^^^^ Kf TarlfiDgeore i/ji/g bis B[. DioMr Punkt mit C 
verbanden tdineklet ^JB in Cy Man hat aomit einen Punkt Ton a^, 
und ein anderer ttAt aidi afajiliok finden. Zugleieh ist der Winkel 
CC^A der gesuchte Winkel «». Man kann statt einen der Kreise X; 
aneh u 2u diesem Zwecke benützen. Wie wir geaeken knben, sind bei 
einem spitzwinkligen Dreiecke die Asymptoten tt^ und imaginär. 
Es folgt daraus, dafs auch der Kreis m für dieses Dreieck hnoffinär 
sein wird. Man beweist weiter leicht, dal's für ein reclitwinklij^es Dreieck 
der Kreis m sich auf den ScheitdjyuiiU drs nriiiin Wiukvh ridnzicrt. 

Der Kreis m icird dahtr als der Ortskreis aller Mittel purdde tan (fleich- 
seitujen Hyperbeln, icelehe dem Dreiseite ABC einrjeschriehen sind, erkannt.^) 

Aus den vorangehenden Ausführungen sielit man also, wie dieser 
Ortskreis konstruktiv ermittelt wird, im Gegensatz zu der Steiner- 
schen llulbmesserbestimmung aus der Relation ■ HA = Hh^-Uß 
■- i/i/j HC — r*, wenn r der Halbmesser von in ist. 

Auch lüDst sich der besondere Winkel co durch Rechnung oder 
Konstruktion auf folgende Weise bestimmen. Wegen HK^ = r hat 
man: WS^ : ÜB[ =- HB{ : HC. Es sind also beide Dreiecke HH^Sl 
und HB{C iäinlieh, und aleo die Winkel HCB'^ nnd ir,J^i/ gleicL 
Man kann dieaen Winkel, weloker ein Komplementibirinlral Ton a ia^ 
ans dam Dieieeke HH^S^ ennitteln, Ton welehem swei Seiten J7J5^ 
und HS[ nnd der Winkel HH^Sl^^-^ACB gegeben sind, und 
ähnlich aus anderen Bestimmungsstücken. 

Wir bemerken auch noch, dafs der Kreis m und der Feuerbachscbe 
Kreis einander auf dem Umkreise des stumpfwinkligen Dreiecks und zwar 
in den Kollineationspunkten I und II schneiden. Denn da der Kreis 
m der „äuisere Potenzkreis" für jene beiden anderen Kreise ist*), 
so schneidet er den Feuerb ach sehen Kreis in denselben Punkten, wie 
den Umkreis. Wir fanden aber schon früher, dais die letzteren die 
Punkte I und |II sind, es ist also die obige Behauptung bewiesen 
(sidie Fig. 5). 

1) Stein er- Schröter 1. c. S. 286, 287. 

8) Steiner- WeiexsUaTa, II, 677{ I, 32, W. 



Digitized by Google 



über gewiaw Sahaam homoyietiMhar Kugdiwhiiitfai in der Dveieckageometrie. 99 



IVojiriert man ans den Eolq»iuiklea des DraieoSa ABC nidit nur 
A^f A^, B^f B^, Ci, C„ sondern irgend welkes mispreckende Tnpd wm 
hoi^fugiarfm Pmikiqpaarm der InvohiHm auf den drei Seiten, wo iMsem 
ridi wieder die seehs Ftojelkti<»ieMileii immer wa ewei Dreiedce n m- 

sammonsetzen, so dafs ihre Edcpunkte auf einem Kreise liegen. 
Der Beweis wie für den Kreis m. Alle diese Kreise haben // zum 
goneinscbaftlichen Mittelpunkt. Nur einer unter ihtten, d. h. m hat die 
Eißfcnschaft, dafs das gegebene Dreifick ein PoldreiccTc desselben ist. 
Auch für das spitzwinklige Dreieck gehört zu eiiifiin jeden Kegelschnitt 
k„ ein Kreis, welcher seinen Mittelpunkt in 11 hat. Es wird jedoch 
hier nicht möglich sein, dafs da.s Dreieck ein Poldreieck eines gewissen 
Kreises (m) werde; bei einem spitzwinkligen Dreieck liegt nämlich H 
inneilwlb dei Dreiei^ ond die Pokre lomn Ton ihnnii Pol Bidil dnrdi 
4m Mittelpunkt (J7) des sugehSrigen Krmses getrennt sein. 

10« Alle diese Ausföhrongen behalten auch fUr das reckUoinHige 
Dreieck üure GiHij^i Der Keg^iadiM, weleher die Seiten eines 
reehtwinkl^en Dreieeks in den Häienfiifirpimktea berflhrty degeneriert 
in moei Pmiftfe, welehe anf der Hypotennseiihöhe liegen. lÜn jeder 
dar Kegdsehnitte K serOllt elao in xvei za dieser HShe sjmmelrisoh 
liegende, zu ihr parallele Geraden. 

Die Ctetamtheit dieser Geraden können wir nun cds eine Gruppe 
wn ärrjmerierten Parabeln auffassen, da alle diese Kegelschnitte kt, 
einen gemeinsamen unendlich fernen Punkt besitzen, welcher zugleich 
der Berührungspunkt auf der gemeiuschaftUohen unendlich fernen reellen 
Tangente ist. 

Auch hier liegen flk eine jede degenerierte Parabel die sechs 
Ecl^unkte Ä*, B*, C^, Ä^, B*, auf einem Kreise. Der Kreis m 
redaxiert sidi — wie aehon enrShnt — aaf einen Punkt, den Mittelr 
pimkfc aller jener Kieiae. 

Es ist kmon notwendig zu bemerken, dafs fllr die Eegelsdmitte 
km im FaUe emea gleiehsdhenUigen oder gleidbseitigen Dreiecks nur 
eine gröDgere Symmetrie erzielt wird. 

Wendet man auf die Kegelschnittgmppen k„ die bekannten Polar- 
beziehungen für Scharen und Büschel an, so zeigen die homothetischen 
Ellipsen (für das spitzwinklige Dreieck) zum Teil Eigen?ohaften von 
jenen und diesen. Es dürfte daher die einheitliche Bezeichnung „Schay 
für alle drei Gruppen ka, berechtigt sein, da dieselbe für Hyperbeln 
und Parabeln A',„ ohnehin genügend charakterisiert wird. 

Agram, den 22. April 1901. 
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Sjrntlietische Theorie der Zentrifugal- und Trägheitsmomente 

eines EaumstUckes. 

Von STAinsLAUS Jolles in Berlin. 

1. Saler hat das Trägheitsmoment eines Ranmstflckes heztiglich 
einer Achse zuerst definiert, Binet seine Theorie entwickelt, gestützt 
auf die von ihm eingeführten Begriffe des Triigheits- und Zentrifugal- 
momentes eines Raumstückes bezüglich einer Ebene. Kr untersucht in 
seiner grundlegenden Arbeit') als Erster die Verteilung der Hauptachsen 
im Räume und ihren Zusammenhang mit einer bestimmten Schar kon- 
fokaler Flächen II. Klasse, er weist auf Kaumstücke hin, die bezüglich 
ihrer Trägheitimomenie j^eiehwertig sind, und führt die TrS^^tttsachsen 
und du TiS(^teellipfl(nd ein. Auf Binets Exgehniaae eMtBen nch 
die Arbeiten Ampftree*), Ganehyi*), Poinsote*) and wohl «aeh die 
Ton Harm W. Thomson^ and R. Townaend*) — Nene Geaiehtspankte 
in der Theorie der Trogheitsmomente zeigen die Untexenchungen von 
Cnlmann^ und Herrn Bi. J. Routh.*^) Jener weist auf einen fOr 
die Theorie der Trägheitamomente eines Raumstückes wichtigen po> 
laren Raum F* hin, dieser auf cvj' Dreiecke, in deren drei Eck- 
punkten sich je drei gleich grofse Flächenstücke konzentrieren lassen, 
so daCs sie einem Fiächeustücke bezüglich seiner Trägheitsmomente 

1) Binet, M^noii» sor la throne des «les ooqjngnli et des monens d'ineitie 
des coips. Jbnni. de l*ficole PolTt 0« 1«. Heft (1818), 8. 41. (La k llhstitnt, en 
Mai 1811.) 

2) Ampere, Memoire sur quelques nouvelleu propriett^s des axes permaueus 
de rotatioB des eotpa et des plana dixecteun de ces azes. M^m. de l'Acad. 6 
(1886), b. 86. (litt k rAead^nde roTsle des Sdenees le 18 Juin 18S1.) 

3) Canchy, Sur les nmiieiits d'inertie. Bseraioss de Hathdmatiqiies. 8 (1887)« 

S. 93. 

4) Foinsot, Theorie nouvclle de la rotatiou des Corps. Paris lübi, preiuiere 
pariie, ehapitre m. 

5) W. Thomson, On the principal uob of a solid bo^. Tbe (ÜMilaidge 
aad Dublin Matheraatical Journal. 1 (1848), S. 127 u. 195. 

6) R. Townseud, Ou principal axes of a body, their momeuls of inurtia, and 
distrilmtioii in spaoe. The Gsaibridge and Dublin Matheuatieal JonnaL 1 (1846), 
8. 209 u. 2 (1847), 8. 18, 140 u. 241. 

7) Cnlmann. Die graphiäche Statik. Zflrich 18()6, 2 Alii^clniitt. 7 Kapitel, 
§§ 68 — 67. Die ersten beiden Abschnitte erschienen, wie aus der Vorrede S. XI 
SD ersehen ist, als erste Lieferaug schon 1884. 

8) E. J. Uoath, Note of the moment of inertia of a triang^ 1868. Qnart. 
Jonnal of Math. « (1864), 8. 867. 
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gleichwttri^ lind. Herr Reye*) sMgfe knn daarraf, dab Tetmedar, in 

deren Eckpunkten Baumstficke derart konzentriert worden kSmMO, deb 

sie ein Ranmstück bezüglich seiner Träghtttamomente ersetBen, Pol- 
tetraeder dee polaren Raumes sein müssen. Culmann nnd Henr 
Reye gelangen zum polaren Räume F* ausgehend von einem Trügheits- 
ellijisoid, Hesse*! kommt später durch eine glückliche Intuition direkt 
zu ihm, ohue aber umgekehrt seinen Zusammenhang mit der Theorie 
der Trägheitsellipsoide zu erkemien. Alle diese Arbeiten sind analytisch. 
Synthetisch habe ich später zuerst mit Hilfe der Trägheitsellipse ^) und 
dum unmitkelbar aas dem definieraidai Integrale^} das einem ebenen 
Fttehenatfleke % zugeordnete polare Feld F* al^^eleite^ aeine Besehungen 
an den IMgheita- tmd Hanptaohaen nnd die aeiner Brennponkte m den 
TxS^eita- and ZentrifiigBlmomentea von ^ dargethan, inabeaondere den 
Znaammenhang der Trogheitsellipsen von ^ mit seinem ptdarm Felde F* 
aufgedeckt, indem ich nicht nur sich achneidendei sondern auch parallele 
Tragheitaauhaen Ton % einführte. 

Bei einem Raumstücke 91 gelaugt man von seinen Zentrifugal- 
momenteu bezüglich je zweier Ebenen unmittelbar zn dem mit ihm 
verknüpften Räume F', sowie zu den Beziehimgeu von zu den 
Trägheitsebenen, Haiiptebenen und Hjin|)taehsen von 91. Werden auch 
zwei parallele Ebenen als Trägheitsebeueu bezeichnet, wenn in Bezug 
auf aie daa Zentrifogalmoment gleich Null iat^ so «-«nKflll*» parallelen 
Tragheitaebenen, die je an den Ebenen eines Ebenenbflndda P parallel 
aind uid Ton ihnen gleiehweit abatehen, daa Trif^eitaellipsoid «* des 
Ponktea P. Dab Ebenen, fOr welehe 9t das gleidie Txi^ieitamoment 
hat, je eine zn F* konfokale Fläche II. Klasse berühren, wird in 7. 
synthetisch bewiesen und in den darauf folgenden Abschnitten gezeigt^ 
in welcher Art die bekannten metrischen Eigenschaften der Zentrifugal- 
und Trägheitsmomente mit den Fokalknrven von F' verknüpft sind. 
Ebenso einfach, wie sich die Eigenschatten der Zentrifugal- und Träg- 
heitsmomente aus denen der Fokalkurven ergeben, ergeben sich auch 
umgekehrt die Eigenschaften dieser aus denen jener. Ein kurzer Be- 
weia des Bey eschen Satzes von den vier einem Kaumstücke in Bezug 



1) Heye, Beitrag zu der Lehre von den TrikgheiUmomenteQ. Zeitschrilt f. 
Mathematik v. Physik 10 (18C6}, 8. 488. 

S) Hesse, Vorlesungen Aber aaalTtisohe Oeomebie des n.^mn— j. Avllagew 

Leipzig 18G9, 2.^. Vorlesung. 

3) JoUos, Die Beziehungen der Zentralellipse eines ebenen Flächenstückea 
ni winem iaaaginlren Bflde. Dieses ArdiiT (8) 1 (1901), 81. 

4) Jolle 8, Synthetische Theorie der Zentrifugal- und Tilj^ieitmioiiienta eiiifle 
ebenen Fl&chenstackes. Dieses AnMt (8) 8 (190SX 887. 
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auf seine Trägheitsmomente gMo^^wentigen Massenpuakien bfldet den 
Sohlula der Abhaadlimg. 

2. Jedem Etenente <f9t eines endlichen Rftnmetflekwe 8t kommt 
in Besag anf eine beliebige Ebene | ein paralld einer BJchtetreoke r 
gemeesener Abetand sa. In gleieher Weiee entepricht dem EIem«ite 

«IK in Bezug auf eine zweite Ebene ein parallel zur Riditstrecke 8 
gemessener Abstand s^. Je nachdem nnd 8^ gleichen oder entgegenr 
ge8etzt«n Sinn wie r und 6* haben, wird ihnen ein positiver oder nega- 
tiyer Wort beigelej^t. Unter dioRpn Voranssetznngen heilst bekanntlich 
das Uber das KaumstUck 9i ausgedelmte Integral: 

das Zeutrifugalmoment des Kanmstückes bezüglich der Ebenen |, rj. 
Es werde, wenn r nnd btliebige Neigungswinkel mit ihren Bezugs- 
ebenen ^ bzw. 1} eiuschlieiseu, durch: 

bezeichnet, hingegen, wenn sie bzw. auf ihnen senkrecht stehen — 
als orthogonales Zentrii'ugaknomeut des iiaumstückes di bezüglich der 
Ebenen rj — dnroh: 

Sowie T] mit ^ zusanimenfallt, geht das Zentrifugalmoment dee 
Baiunetückes 91 bes^^lich der Ebenen i, fi in sein Trägheitsmoment: 

bezüglieh der Ebene 4 Ühet. Es werde für eine beliebige Biditstreoke r 
dnidi: 

nnd fibr one m | senkredite Bichtstrecke — als orthogonales Träg- 
hntsmoment besfigUoh der Ebene | — durch: 

dargestellt. 

Zwischen den Trägheitsinonieuteu von '?R in Rr/,iig auf zwei parullel»' 
Ebenen i, rj, von denen § durch den Schwerpunkt S von ^ geht und 
Ton 1} den parallel zum Kichtstrahl r gemessenen Alrataud hat, 
besteht die Besiehnng: 
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8* Wird im Inbegral: 

der Abstand des Elementes r/9t von der Ehoae | als Mafs einer den 
Raumteü c/iR ausfüllenden Masse aafgcfafst, so ist hierdurch ein Massen- 
System: 

beeiimnit, und zwar entspricht der Ebene | eindeutig der Schwerptmkfe X 
Ton '1Dt|. Nun Terechwindet der Anadruck; 

für das statische Moment von ''21^ in Bezug auf eine Ebene tj, die 
durch den Schwerpunkt X von ''^^ geht, femer ist: 

folglich geht eiue Ebene rj durch den Schwerpunkt X von 'IDi^, sobald 
der Schwerpunkt Y Ton auf | liegt. Jeder Ebene dee Bündels X 
entspricht hiernach ein PniÜEt von i, dem Punkte X ist also auch die 
Ebene | «ndeutig zogeordnei 

Zwischen den Ponkten und Ebenen des Baumes besteht nunmehr 
folgende Besiehung. Ein Punkt X bestunmt eindeutig eine Ebene | 
und diese wiederum eindeutig jenen, femer eine Ebene 7], die durch X 
geht, einen Punkt Y, der auf | Hegt. Eine solche Verwandtschaft 
zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes heifst bekanntlich eine 
involutorische Korrelation und der Raum selbst, dessen Punkte und 
Ebenen derart verknüpft sind, ein polarer Raum. Durch die Gleichung: 

-/r|5,rf« - 0 

ist also ein polarer Raum von der Eigenscliuft Itestimmt, dafs in Bezug 
auf irgend zwei seiner konjugierten Ji^beneu das Zuntrifugalmument von 
91 gleich Noll isi 

Als ein Paar koEjugierter susammenfidlender Ebenen ist jede Be- 
rdhrnngsebene t dar IniidensflSche Ton F* anfrufsssen. Da aber 
das Tri^eitsnunnent Ton 8t in Beaug anf eine reelle Ebene t niemals 
f^oh Null sein kann, so hat der polare Baum keine reelle Inzidenz- 
flSdie y^f und die in ihm seinen Durduneesem snkommenden Pnnkt- 
involutionen sind elliptisch. 

Einer durch den Schwerpunkt S des Hauinstiickes 9i gehenden 
Ebene | entspricht ein Massensystom 'H)?. mit der Masse Null, das sich 
aus zwei Massensystemen mit verschiedenen Schwerpunkten zasammen- 
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setzt. Sein Schwerpunkt X liegt also im Unendlichen, und ^ ist somit 
eine Durchuiesserebene und S der Mittelpunkt des polaren Raumes F*. 

4. Hut in Bezui; auf zwei Ebenen daH Zontrifugalmoment von 9i 
den Wert Null, so werden diese Ebenen, gleichgiltig, ob sie sich schneiden 
oder parallel laufen, ein Paar Trägheitsebenen von ^ genannt. Durch 
einen Strahl 7 gehen 00^ Paare von Trägheitsebenen, sie .sind nach 3, 
die Ebeneupaare der g im polaren Räume Jf^ zukommenden Ebenen- 
involiitioiL ünter Oinen irt im allgemeinem ein Piwr m ftinmidw senkrechter 
Ebenen, de heifiNn die durch g gehmiden Hanptebenen toh St Dareh 
einen Punkt P gehen im allgemeinen drei Ebenen, die paarweise Haupt- 
ebenen Ton 91 nnd. Sie bilden das P mgehfirige Hanptdreifladi Ton 9t 
Die Kanten aller ^uptdreiflache von 9i heilsen seine Hauptachsen, ins- 
besondere die Kanten des einem Punkte P zugehörigen Hauptdreiflachs, 
die P zugehörigen Hauptachsen. Wird zum Mittelpunkte eines Haupt- 
dreiflachs der Schwerpunkt S von 9i gewählt, so geht es in das Zentral- 
dreiflach von 9\ über, seine Kanten und Flächen werden durch die Be- 
zeichnungen Zeutralachsen bzw. Zentraltlächen von 9i ausgezeiclmet. 
Zentralachsen und ZentralHächen sind identisch mit den Hauptachsen 
bzw. Sjmmetrieebeuen von F^. Je nachdem die Zentride benen von iH 
die Fokalellipse oder die Fokalhyperbel oder die imaginäre Fokalkurre 
mflialten, keühen sie die erste baw. zweite oder dritte Zentralebene 
und die baw. an ihnen senkreohten Zentrsladuen a, h, e die erste, 
aweite oder dritte ZentralachBe. Die Potenaen — a', — h*, — c* der 
den Zentralaehsen a, b, c in baw. aukommendui eUiptisehen Punkt- 
inToluti<nien erfOUen die Bedingung: 

-a«<-b><-c«. 

Da die Hauptachsen des Baumstückes mit den koigugierten 
Normalstrahlen des pdaxen Baamea F* identisch sind, so galtsa die IHr 
diese al^eiteten Sitae aiieh für jene. Die Haiqitaehaen bilden also 
dnen Komplez IL Grades, den bekannten Aohs6nk<mipleK des polaren 
Baumes F*. Durch einen Punkt gehende ^uptachsen sind im allgemeinen 
Enei^jende eines gleichseitigen Strahlenkegels II. Ordnung, er enthält 
den Schwerpunkt 8 tou 8i und die unendlich fernen Punkte der Zentral- 
aehsen. In einer Ebene gelegene Hauptachsen bilden im allgemeinen 
einen parabolischen Strablenbüschel II. Ordnung, er enthält die Schnitt- 
strahlen der Ebene mit den Zontralebeueu. Die unendlich ferne Ebene 
und die Zeutralebenen sind die Hauptebenen, der Schwerpunkt S und 
die unendlich fernen Punkte der Zentralachsen die Hauptpunkte des 
Komplexes. Zu einer Zentralebene normale Ebenen enthalten einen 
Bfisohel au ihr normaler und einen Bfischel sieh auf ihr sdmeidender 
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Bbapteehwm. Dnrdh den Bdiwwfiiiikt 8 gehende Ebenen enühalten 
Mnen Bfleehel pexalleler Hanpteolumi und einen eoldien mit dem 

Mittelpmikte u. e. w. Eine ansftilirliclie Theorie dee Aehaenkom- 
plexes eines polaren Raumes giebt Herr Reye im 15. Vortrage der 
dritten Auflege der sweitm Abteilung seiner Geometrie der Lege. 

5« Der rar Ruüitetrecke r pezeUele Abetend eines Punktes 

X Ton einer Ebene i} und der zur Richtstrecke s parallele Abstand 
qb^ des Schwerpunktes S von der Polarebene | von X im polaren 
Ramne sind positiv oder negativ, wenn sie gleichen oder enlgegen- 
gesotzten Sinn wie ihre Richtstrecken haben. Nun ist nach 3. das 
statische Moment '''^Ot^^ des in X konzentrierten Maesensjstemee: 

in Benig auf 17 fßmush. dem Zentriftigalmomente: 

von 9t in Bezug auf 1}, folglich läfet sich dieses in der Form: 

schreiben. Da aber: 
is^ so kann auch: 

gesetzt werden. 

Das Zentrifugalmument von 9i in Bezug auf |, >; wird zuui 
Trägheitsmomente '^'^M^^{M) in Bezug auf |, wenn ij mit 4 zusammeu- 
flll^ sein Auadroflk lautet also; 

Fallen IlBd ^x| den zur Ebene ^ konjugierten Durdi- 
messer x des polaren Raumes F*, ist also die Ilichtstrecke r zu ihm 
parallel, so sind X und der Schnittpimkt (x, ^) = X, koujutriert. Nun 
besteht zwischen den Strecken SX und SX^ und der Potenz - jr' der x 
nach 3. in zugehörigen elliptischen ruuktmvolution die Beziehung: 

Nach ihr ist: 

5X1' = E und X'Xi = 2E, 

wenn X, Xi bzw. mit denjenigen konjugierten Punkten X', Xi von x 
zusammenfallen, deren Abstand der Mittelpunkt S von liälftet. Für 
die durch Xl gehende zu l parallele P^hone |' gilt folglich: 
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und ftlr die zu ( parallele, also za x kopjngierbe DnrohmfleMreben« 
oafih der Gleicliimg («) in 3.: 

Die konjugierten Ponkte X', Xl aller Dnrehmeaeer x von f*, deren 
Abstand durch den Hittelpnnkt 8 Ton gehSlftet wird, Uegen nnn 

auf einem Ellipsoide d*, desBon koi^jugierte Durchmesser die von F* 
sind. Folglioh gilt, wenn die Sta*ecken SX'f SXi die der Ebene 5" 
bezüglich iS' konjugierton Trägheitshalbmesser heifsen: Werden die 
den ütirclimcsMerebeueu des polaren Raumes bezüglich S k<»niuj»;ier- 
ten Triighcitshaibmesser vom Schweq)unkte S aus ihrer (jrölse und 
Richtung nach abgetragen, so liegen ihre Enfii)uiikte auf einem Ellip- 
soide 6^, dessen konjugierte Durchmesser mit denen von F* zusammen- 
fallen. Dieses Ellipsoid heifst das Zeutralellipsoid des Raumstückes 9i, 
seine parallelen Tangentialebenen sind in F* konjugiert, also paarweise 
TrSgbeitsebeiini ron 91. Das Zentralellipsoid ^ und die imaginäre 
InzidensflSehe ron F* berühren sieh in ihrer Sduiittkarre mit der 
nnendlieh fernen Ebene nnd gehen in sieh selbst über, wenn eine 
dieser FUUshen in Bezog auf die andere polarisiert wird. 

6^ Der Sdmifctpinikt ^ einer beliebigen Ebene | mit dem ihr 
in F* konjugierten Durchmesser x hälftet den Abstand zweier be- 
stimmten auf X gelegenen konjugierten Punkte A, yon Fl Sie 
werden auf x durch eine Kugel mit dem Mittelpunkte X, ausgeschnitten, 
deren durch den Schwerpunkt S gehende zu x senkrechte Sehne so 
grofs ist, wie die auf x gelegene Durchmessersehiie X'Xj = 2j des 
Zeutralellipsoids. Für die Abstände des Punktes Xj von A und A^ 
gilt folglich die Beziehung: 

X^A*=^X^A]==SX\-^f, 

und sonach sind sie die der Ebene | bezüglich des Punktes kon- 
jugierten Trägheitshalbmesser. Die Endpunkte der einem be- 
liebigen Punkte P von ^ bezüglich % kuiijugierteu TriigheitHhalbmesser 
werden also, von ihm aus gemessen, erhalten, indem man die Verbin- 
dnngsgerade des Punktes P nnd des Poles X von | mit den durch 
nnd A laufenden zu | paraUelen Ebenen a und in ^, zum 
Sehnitt bringt « steht soweit Tom Punkte P ab wie «|, femar ist 
a die Polsrebene von A und «r, die Ton A^. Beide Ebenen sind folg- 
lich die i^eichweit toh | abstehenden und zu ihm parallelen Tiagheits- 
ebcnen von 91. 

Sind im polaren Bündel P von F* die Strahlen m den Ebenen 

konjugiert, so sind die Triigluntselicnen «i korrehitiv, wenn den 
•Schuittpuukieu 'SU und Schnittstrahien m der m und mit a die 
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Sehiutfcatnlikii nii and die Sdmitfcpuikte 9R| der ^ und m mit «j 
bsw. enii^rediai. Die YerbindnngsebeiMii ij', iji der homologen Ele- 
mente W, m[ und m', 9)ti der koirdatiTen Felder Umfoi nun 

paraUel, folglich können die beiden parallelen Ebenenpaare cc, und 
iji als zwei Paar Gegenflächen eines vollständigen Vierkants K an- 
gesehen werden, dessen drittes Paar Gegenflächen und die Verbm- 
dimgsebene u,' der Schiiittstrahleu a) und (rj[, a^) bilden, a, «j 
sind aber als Trii^hfitsebenen in P- konjugiert, femer ist /i' der 
Ebene ;ii konjugiert, da |Ui den fi' im polaren Bündel P konjugierten 
Strahl m' enthält, somit xst das vollständige Vierkant K ein Pol Vier- 
kant des polaren Raumes F', d. h. auch sein drittes Paar Gegenflächen 
rj', 171 sind koiqngieri Die komlatiTen Trägheitsebenen cc, erzeugen 
hieraaeh einen Ebenenbflndel IL Ordnung, Tcm dem je swei parallele 
Ebenen in F* konjugiert nnd folglich je xwei TrSgheitBebeaien Ton 91 
nnd. Sein Mtttelpwikt ist P nnd die in seinem Darehmesserbfindel 
konjugierten Strahlen und Ebenen fallen mit den konjugierten Strahlen 
und Ebenen des polaren Bündels P von zusammen. Da die Inzi- 
denzfläche des polaren Kaunies F* imaginär ist, so ist es auch die 
aller seiner polaren Pündel 7*. Die von jenem Ebenenbüudel 11. Ord- 
nung umhüllte Fläche II. Klasse jc^ ist also ein EUipsoid. Kurz: 
Dreht sich eine Ebene um einen Punkt P, so umhüllen die zu ihr 
parallelen und von ihr gleich weit abstehenden Trägheitsebenen ein 
EUipsoid 

Die einem Durefamesser x vcm konjugierte Durohmesserebene | 
ist ihm — wie eben geaeigt — sudi in F* koigugiert, somit begrenzen 
der Mittelpunkt P und die beiden su der Durdmiesserebene { panJlelen 
lÜBBgentialebeiMai «| y<m «* auf x zwei Strecken P$ und P^ die 

gleich sind den | bezüglich P konjugierten Trägheitshalbmesaem. 
Aus diesem Grande beifst das EUipsoid »* das durch das Baumstück ^ 
bestimmte Trägheitsellipsoid des Punktes P. Das Träghoitsellipsoid 
des Schwerpunktes S ist das in 5. gefundene Zentralellipsoid. Die 
Trägheitsellipsoidc der Punkte eines Durcbmessers ,r von P' schneiden 
ihn in Punktpaaren der ihm in V' nach 3. ziikommenden elliptisclien 
Pimktinvolution, folglicli umschliefsen die Trägheitsellipsoide aller 
Punkte des Raumes den Schwerpunkt S des Raumstflckes 91. Sie 
sehneiden aufiwrdem das Zenbralellipsoid tf* in Kegelschnitten, deren 
Ebenen peraUel IsuISbii su der « in P* konjugierten Durchmesserebene. 
Die Trägheitsellipsoide der Punkte einer beliebigen Ebene s berOhren 
die m ihr paraUelen und yon ihr gleich weit abstehenden Tragheits- 
ebenen in Punkt^paaren, deren Yerbindui^geraden durch den Pol E 
▼on 6 in laui'en. Diese Verbindungsgeradeu laufen parallel, wenn 
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« fline DnrclmieeBerebeae Ton iit Eine DnrohmeiMfebcaie ■dmeidet 
die TüighflitaflQiiMoide ihrer Punkte in EUipeen, deren ^oallele Tan- 
genten in F* konjugiert sind. Diese Ellipsen gehen fElr die Trägheits- 
ellipsoide der Brennpunfcfce der Doxchniesserebene in Kreisschnitte 
dieser Flächen über. Zu einer Geraden 7 parallele und von ihr <^leich weit 
abstehende parallele Träghoitsebenon unibülleii einen Strahleuzv linder, 
er berührt die Triigheitsollipsoide der Punkte von 7 längs Kegelschjiitteu, 
<leren Ebenen (bircb die Polare ;^^ von g in gehen. Sobald g mit 
einem Durchniesser von F' zusamuieulällt, laufen diese Ebenen parallel. 

7. In einer Durchnie.ssere])ene ( von liegt ein polares Feld 
F?, dessen konjugierte paralb le Strahlen s, .s, aus dem Pole der 
Durchmesserebene ihirch konjugitüte parallele Ebenen von F', oder 
was dasselbe sagt, durch parallele Trügheitsebenen ö, (j^ von ^ proji- 
ziert werden. Ist £ eine Zentralebene £ von so stehen diese 
panlleleii TxigheiiMbeiiea 6^ in üurai Sduiittrtralilen s, auf ^ 
•enkreclit, baben diese von einander konstanten Abstand, so haben es 
aneh jene nnd umgekehrt Strabkn Ton deren koqjiigierte su ihnen 
panllele Strahlen von ihnen nm i^eiehe Strecken konstanter L&nge 
abstehen, nmhflllen nvn je einem Eegelaehnitt der durch das polare 
Feld Ton JT" bestimmten Schar konfokaler Kegelschnitte.^) Die 
Scharen dieser in den Zentralebenen ^ gelegenen konfokalen Kegel- 
schnitte sind perspoktiv zu der durch den polaren Kaum F* bestimm- 
ten Schar konfokaler Flächen II. Klasse Entsprechende Kurven liegen 
auf derselbeu Fläche, s< hiieideu die Zentriilaohseu je in den nämlichen 
Pimktepaaren und lierühren in ihnen je dieselben zu den Zentral- 
a< hst 11 .senkrechten Tangentialel)encn der Fläche. Die zu kontoka- 
leu Flächen werden also längs ihrer Schuittkurven mit den Zentralebenen, 
ihren sogenannten Zentralkarren, Ton Ebenen bwQhrt, denen je das- 
selbe orthogonale Trägheitsmoment sokommi — Wird die eine be- 
liebige Ebene t berUhrende und m f* konfokale FUlche IL Klasse 9^ anf- 
gesneht, und durch ihren Berflhn]]^^nnkt Teine DuTdunesserebene derart 
gelegt, dafs ihre Schnittkur?e mit <^ mindestens eine Zentralcbene 
schneidet, sr) hat der längs a' umschriebene Strahlenzylinder II. Klasse 
mindestens ein Paar in Punkten einer Zentrallnirve berührende 
Tiuigentiale]»enen. Die Brennachsen dos Strahlenzylinders ^4* fallen 
nun mit den Brennachsen desjenigen polaren Hündels von F' zusammen, 
dessen unendlich femer Mittelpunkt zugleich der unendlich ferne Punkt 
der Zjliudererzeugenden ist, folglich entsprechen den Tangentialebenen 

1) JolIcB: SvDthctiseho Theorie der Zentrifugal- und Trtgheitniiomaite einet 
ebensn FlidieartftckM. Dieses AioIut (S) 8 (1908), S96. 
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▼on ^ in F* konjugierte zn ihnen parallele Ebenen, die je von ihnen 
nm gleiche Strecken konstanter Lange abstehen. 9t hat also für die 
Tatifrentialebenen des Zylinders dasselbe ortbofronule Triigbeits- 

muuit'iit. Es ist f^b'ich d»'in orthogonalen Trägbeitsmomente vf)ii 
ftir die Tangentialebenen von 0- längs seinen Schnittkurveu mit den 
Zentralebeuen, da n. d. K. unter den Tangentialebenen des Zylinders .1* 
auch solche sind, che 0' in Punkten einer Zentralkurve berühren. 
Zu d«i TangentMlebenen dM Zylinden gehört mm die Ebene r, 
somit gilt: Ebenen gleichen orthogonalen Trilgheitemomentas timhflllun 
je eio0 com polaxen Bamne F* konfokale Fliehe IL KlasMk Die 
durch einen Punkt P gehenden Ebenen i^eiefaen Trigheitnnomentee 
umhüllen je einen Strahloikegel IL KIum^ er ist konfokal sam pokren 
Bttndel P Ton JT*. 

8. Zu den som pokren Raimie r* konibkalen FlSdien IL Klasse 
gehfoen seine Fokalkurren, somit U^en in Besag anf diese Fliehen 
die Pole eineor Berflhrungsebene r einer Fokallnirve auf dem anf % in 
seinem Berflhningspunkte T senkrechten Strahle. Er ist zu r dem- 
naoih auch in konjugiert, und der polare Bündel T erweist sich 
folglich in als ein rotatorischer, desseu Kutationsachse mit der 
Tantjente t im Punkte T der betreffenden Fokulkurve zusammeufiiUt. 

Trä<>;lipitsellij»soide der Punkte T einer Fokalkurve sind biemach 
liotatioiiHellipsoide. Sie berühren die zur ersten bzw. zweiten Zentral- 
ebene parallelen nnd von ümen bzw. gleich weit abstehenden Tragheita- 
ebenen, nnd ihie Äquatorkreise haben, je nachdem T snf dar Fokal- 
eUtpse oder -hyperbel liegt, nach 4. den Halbmesser a bsw. b. Zn 
den Ponkten T der Fokalellipse gehSiige Tifif^itsellipsoide sohneidsn 
die erste Zentralebene in Ellipsen, deren Haupt- und Nebenaehse je 
auf die Nonnale und Tangente in den Punkten T fällt*) Ihre Haapt- 
sehnen haben die konstante Länge 2a, ihre Nebensehne hat in einem 
Hauptscheitelpunkte der Fokalellipse die I^ge 2 b und nimmt, wenn 
sich die Tangente von ihm aus nach einem Nebenscheitelpunkte wälzt, 
stetig ab, bis sie in ibni den Wert 2c erlangt. Zu den Punkten T 
der Fokalhyperbel gehörige Trägheitsellijjsoide schneiden die zweite 
Zentralebene in Ellipsen, deren Haupt und Xebeuaclise aber je auf 
die Tangente nnd Normale der Kurve in den Punkten T fällt Die 
Nebenaehnen haben die konstante lAuge 3b. Ihre Kmptsehne hat fBr 
etilen Scheitelpunkt der Fokalhyperbel die Unge 2 a nnd wichst stetige 
wenn sich die Tangente von ihm ans anf der Hyperbel abwiist, bis 

1) Jolle»: Synthetische Theorie der Zentriftigal- und TrBgheilnBemeBte 
einet ebeaeo Flächeiutückei. Dies«« Archiv (3) 2 (1902), Kr. 8. 
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sie mit einer Asymptote sotBiniiieiifiQIi Ffir deren miendlidi finnen 
Bffl'flhnmgBpunkt iet sie unendlicli grolk 

9. Das orthogonale Trif^eitsmoment (ß) Ton 91 in Beeng 
anf eine Ebene | Iftfat aieh, wenn i zn einer Ebene |' paralld Vmfk, 
und diese Ton ihr den Abstand q^'^ hat^ in der Form: 

sehreibaL Hierin ist: 

folglich wird: 
oder: 

J£«(«) - Jlf|'^.(«) + {A^ - rt^.)«. 

I3«rührt i' insbesondere die FokaleUi|jse bzw. die Fokalhyperbd, 
80 ist nach 8. Jf^f (Ül) gleich a*9fi bzw. b'9l imd folglich: 

(«) bzw. 

I Jf„(«)-(b' + rtj-^.^)«. 

äiud nun: 

Jtf„(«)-(a*+p5,-PJ,)«, 

die <»ihogonalMi Trägheitsmomente ftr drei durch einen Punkt P 
gdiende za einander senkrechte Ebenen (|, i^, {; so ist: 

J»f^j(9i) -f 3f,.^(9?) + 3f,.(9l) = (3a« + SP« - SP") 

wenn die drei je zu ^, r;, parallelen, die Fokalellipse berührenden 
Ebenen 5', ?/, ^ sich in P schneiden. Die Mittelpunkte der orthogo- 
nalen, der Fokalellipse unischriebeueu Dreikante liegen al)er auf einer zur 
Fokalellipse konzentrischen Kugel mit dem Halbmesser }/2q^ — (b* + C^) ') , 
somit nimmt obige Gleichung die (restalt an: 

+ M^^iß) 4- M^^iß) _ (a^ 4- b» + c» + SP»)«. 

1) Bekanntlich schneideB sich zu einander senkrechte Tangenten eines 
Kegelefthnittee j* woi warn n ihm kouentriieheB Kniie ft*. ffind denmadli 
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Der Ehunmeniudnick bleibt fttr je drei wa einander reehtwinklige 
Bbenen ^ % ^ Bfindde P loiTeiftBderlich, alio aneb die Summe 
der auf sie bezogenen orti&ogonalen TrS^ieitimomente lf(^(tR), M^^(^), 

Jf^j(3l). Die Punkte, für welche diese Summe konstant ist, liegen 
aomit je auf einer Kugel mit dem Mittelpunkte S. Wird diese Xugel 
zti einer Punktkugel, d. h. znm Schwerpunkte S selbst, so nimmt 
3L^m) -f .V^, + M-m) seinen kleinsten Wert (a^ + b* + C')'?R an. 
Er ist gleich ^ mal dem Quadrate des Halbmessers derjenigen Kugel, 
auf welcher die Mittelpunkte der dem Zeuti&lellipsoid umschriebenen 
orthogonalen Dreiflache liegen. 

Zu glüicheu Ergebnissen würde man gelangen, wenn die Ebenen 
i't V't ^ Fokalbjperbel berührten, also der Berechnung der ortho- 
gonalen Trigbeitsmomente in Bezug anf die drei m einander aenkrecbten 
Ebenen 1, { die sveite der Foimehi (a) sngronde llge. Nur iriire 
in dieeem Falle darauf an achten, daft die mit der Fokalhyperbel kom- 

«otriBdie Kugel Tom Halbmesser y2b* — (a* + c*), anf welcher die 
Hittelpunkte der ihr umschiiebenen reditwinkligen Dreikaate liegen, 
nur reell sein kann, wenn: 

2b»>o» + c« 

ist 

10« Die durch die Fokalkurven des polaren Raumes jP bestimmte 
Schar Ton konfokalen Fläolien II. Klasse hat nach 7, die Eigenschaft, 
dafs die ortiiogoualen Trägheitsmomente bezüglich der Tan<i;entiHl- 
ebenen je einer von ihnen konstant bleiben. Gleiten demnach die 
Seitentlärhen eines orthogonalen Dreiiiaches an drei verschiedenen 
Flächen der konlokalen Schar hin, so bewegt sich nach \). der Mittel- 
punkt des Dreiflacbes auf einer mit jenen Flächen konzentrischen 
KugeL Der Halbmesser dieser KagA wird insbesondere gleich dw 
halben Hauptsdme der eine Ebene c berfihrenden FUUshe <Dt der 
Schar, wenn die eine FBche des orthogonalen Druflachea die FUche 
9? selbst^ die beiden anderen die FohaUcorven berOhren. Die Imlbe 
Hauptsehne von ^ ist also gleich dem Abstände dee Mittelpunktes 

die Kegelschnitte t* ili»^ urtho^onaleti Projektionen von auf die Eliencn eines 
Ebenenbüschelü, desseu Achse eine Tangente t von y* ist, so liegen die Schnitt- 
punkte fluar je m einander aanksMUen Tangenten auf je sa den t* konzentrischen 
Kieuen t*. Die Kieise (* babm mit der Tangente ( dienlbaa Punkte Ä, B, wie 

k* gemein und ihre Mittelpunkte T sind je dio ortho^'onalen Projektionen des 
Mittelpunktes C von k* auf die Ebenen jener Kreise. Letztere Hegen folglieh auf 
einer durch gehenden Kugel mit dem Mittelpunkte C. Kurz: Die Mittelpunkte 
der CHrthegonslen einem Kegelielmitte mntchxiebenen Dreikaate liegen auf einer 
mit ikm konnentrischen KvgeL 
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8 Ton r* von einem auf e gel^enen Punkte F^^ in dem rieb zwei 
m e nnd zu einander senkrechte Ebmen schneiden, von dflnen jede 
eine andere Fokalkurve berülirt Eine um S mit dem Halbmesser Sf\ 

beacliriebene Kugpl schneidet liiprnacb die mit der dritten Zeritralachse 
C zusamnu'iif'allondi' Hauptachse von 0^ in den Hiiuptsciieitelpunkten 
Tf T' dieser Flärlie. In ihnen wird sie bzw. von den auf der Zentral- 
achse c senkrechten Ebenen r und t' berührt. Den Ebenen z und x 
entsprechen gleich grol'se orthogonale Trägheitsmomente, ilir Wert er- 
giebt Bich, da 57 bzw. ST* n. d. K. gleich ist, ala: 



Allen Tangentialebencoi der /um polaren Räume konfokalen 
Fläche IL Klasse 4^ kommt aber gleiches orthogonales Trägheits- 
moment zu, folgliolj kann das orthogonale Trägheitsmoment TOn 91 
in Bezug auf die Ebene t auch durch den Ausdruck: 



dargeitellt wwdfln. Der einer Ebene e entq[»rechende orÜu^nale Ti^- 
beitehalbmesaer bat eonaoh die Lange der Hypotenuse eines reofafe- 
winU^en Dreiecks, dess«i eine EaÜiete gleicb der balben Hanptsebne 
des Zentralellipsoides nnd dessen sadere Kstbete gleicb dem Abetande 

des Schwerpunktes S von einem Pimkte auf e ist, in dem eine an « 
senkrechte Tangentialebene der Fokalellipsc eine zu ibr und s senk- 
rechte Tangentialebene der Fokalbyperbel s(^eidei. 

11, Durch einen Punkt P geben Ton den zu konfokalen 
PUcben II. Klasse bekanntlich drei: ein Ellipsoid, ein einschaliges 
Hyperboloid und ein zweischaliges. Jede von Urnen berührt in P eine 
andere Fläche seines Hauptdreitlaches und zwar das Ellipsoid diejenige, 
welche nur die Fokalhyperbel, das einschtdige Hyperboloid diejenige, 
die beide Fokal kurven und das zweischalige Hyperboloid diejenige, die 
nur die P'okalellipHe schneidet. Die Kanton des zu P gehörigen Haupt- 
dreitlaches — also die zu P gehörigen Hauptachsen — durchatofsen 
nun die erste bzw. zweite Zentralebene in den Eckpunkten eines Pol- 
dreieckes des dorcb die FokaleUipee bzw. Fokalhyperbdi bestinqnten 
polaren Feldes. Da nun Ton den dureb einen Punkt P gebenden drei 
komfokaleu FlScben die balbe Hauptsebne des Ellipsoides grdlser isl^ 
ala die des einscbaligen Hyperboloides, und diese wiederum grdfser ist, 
als die des zweischaligen, so folgt aus der Gleichung («) in 10: Die 
Hauiitachse des Tiägheitsellipsoides .t* eines Punktes P schneidet die 
erste Zentralebene innerhalb der Fokalellipse, die zweite aufserhalb der 
Fokalbyperbel, seine erste Nebenacbse schneidet beide Zentralebeneu 



Jf„{«)-(c» + c!)« 
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aafserlialb ihrer Fokalkurven, und endlich seine zweite Nebeniehse die 
«nto Zntniebeiw mlflerlwlby die sweite inneilielb ihrer Folnlkarre. 

12, Dae orthogonale Zentrifugalmoment: 

nimmt, wenn an die Stelle der r^, 5^ btw. die Abstände r^, 8^ Ton 
zwei zu 5, 1^ bzw. parallelen Ebenen treten und pt i, p^ ,. die 

Abstände der parallelen Ebenen %, and ii, ^' bedeuten, die Gestalt an: 

- y ^^-M* + Pf I y + 9>/n J ^^^^ + Qri^'tn^' 



Nun ist: 



femer: 



Js,dn^Q,^m und Jr^d%i^(f,^,m, 



folf^idi wild: 



od«*: 



stehen ^ und senkrecht auf einander, und geht von den bzw. 
zu ihnen parallelen Ebenen |', f]' jede durch den Pol der aiidt'n n in 
Bezug auf eine der Fokalkurven, so sind die zu einander seukrci litfu 
Ebenen |', ij' nicht nur in Bezug auf jene Fokalkurve, sondern au< ii 
im polaren liaume konjugiert. Es ist unter dieser Voraussetzung 
nach S. dee orÜiogonale Zemkrifagalmoment: 



nnd das orthogonale Zentrifagelmomenft Ton 9t in Benig auf iwei wa 
einander aenkreehte Ebenen |, i}: 

AiehiT der lUttaeiiuUlk und PliTaik. III. lUUw. IT. 8 
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Fflr zwei sich in S aehneidonde ni einapdcf aenkreekto Ebflnin 
% ^ 6cgbb( noh hien u wh: 

D» feaner M^^(JK) nach («) nur Tendiwiiideii kann, sobald: 

wird, 80 drdekt (/Q die Bedingong aus, unter' weklier die an einander 
8enkredb,ten Ebenen i} mit einem Fear Haaptebenen von 81 su- 

IS, Drei zu einander senkrechte Ebenen |, i;, ^ bestimmen un- 
endlich viele Gruppen von drei je zu ihnen parallelen Ebenen rj', t^j 
Ton denen jede den beiden anderen in Bezug auf eine Fokalknrfe 
konjugiert ist Diese Ebenengruppen büdan Hanptdreiflaehe Ton F* 
und schneiden die Zentralebenen in Poldrneeken der sugebSiigen Fokal» 
karren. Das orthogonale TrSgheitsmoment einer durah den IGttel- 
ponkt P des wtiiogonalen Dreiflaehes P(|, 17, {) gehenden Ebene s 
lafet sich nun in einfacher Weise ableiten, sobald eines dieser Haupt- 
dreifla«^ if, O und die durch seinen Mittelpunkt P' gehende 

zu E parallele Ebene e' gegeben sind. Werden nämlich in den durch 
die Punkte P und P' gehenden Strahlen derart positive und negative 
Richtungen unterschieden, dafs in parallelen Strahlen gleichgerichtete 
Strecken auch gleiches Vorzeichen haben, und werden ferner als Winkel 
dieser Strahlen die in vorgeschriebenem Sinne gemessenen Winkel 
ihrer poeitiTeii Biohtungen beaeichnet, so bestehen, wenn die StrsUen 
X, y, e, e in. P und die SiraUMi sf, 1^, ^, ^ m auf den Ebenen 
if ilf if » baw. I', ri\ senkrecht stdien, die Besaehnngen: 

9mj - 9Mf^(^ «) + P#^«>»0, «) + 9af^ «)• 
FoI^^Uch -wird aus dem Ausdrucke: 

fttr das orthogonale Trägheitsmoment von in Besug auf s: 

-M^i. (8«)=[aH-(^,^ cos {x, e)-^Qg^ OOS (y, e) + (fg^ cos {e, e))* 
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Jf..(«) - [(0» + Ar^%) co«»(a^«)+ (a»+^,^ - Ql^) c<Hi«(jr,«) 

Die Faktoren von cos* (ar,c), cos-(y, e), cos'(?, e) sind itf{j(9l), 

co8(ir, c)co8(a:, e) nach dorOleiehnng (a) in 18. ^ M^^i^), ^ 
-||- Jlf^l (91). Sonach ergiebt sich: 

(«) «„(») - Jf||(»)cw«(ai «) + Jf„(iOco8«(y,e)+ Jf«(«)«is»(#,e) 

+ 23/^^ (91) 008 (a;, c) cos (y, e) + 2 3/^ . (9R) cos (y, e) cos (if, c) 
+ 2 Jtffi (3i) cos {z, e) coh (2-, c). 

Bilden insbesondere die Ebenen %, rj, ^ ein Hauptdreiflach von 
so sind nach der Gleichung (ß) in 12. die Zentrifugalraomenfce in 
Bezug auf je zwei von ihnen gleich Null, und folghch wird: 

lf„(«) - Jlf||(«)oo8«(«>e) + Ji„(«)o(»«(y,e)+ J£tt(«)cM>0^«). 

Diese Gleiehung geht, wenn: 

itf..(9l) - e»SR, if«(9i) - £'91, 3^„(9^) - 9^91, 3f„(«)-i*9l 

gewtet wird in: 

Aber. Sie rteUt^ wenn unter 2;, 2^, 2^ die je auf den SymmetrieaohMii 
Xf y, g mam BUipsoidee ar' gelegenein Sehnen Tentanden werden, be- 
kaontlieh das Quadrat des halben Abatandea e der bttden au < parallelen 
Tangentialebenen tou dar. Aua ihr folgt daninaeh Ar eine um P 
sich drehende Ebene t ebenftUa daa in 6* gefundene Tril^ieitBeUipaoid 
«* dea Ponktea P. 

14. Oleiohwerfcig in Beang anf die TM^Mitam<nnente aind iwei 
Baunutfleke ft und W, denen in Beang auf die Ebenen dea Baumea 

je gleiche orthogonale Tragheitsmomente zukommen. Naeh 7« eni' 
spricht zwei solchen Raumstficken 9) und 91' die gleiche Sehar kon- 
fokaler Flächen II. Klasse, bezüglich deren Berührungsebenen r die 
orthogonalen Trägheitemomente Jff,(9i) und M^^^jSC) je den gleichen 

8» 
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W«ffi haben. Zu dieser Schar gehören die 91 und 91' bzw. EHgewiesenan 
polanu Baume F* und JT'', demnach haben 91 und 9t' gemeinsamen 
Schwerpunkt und gemeinsame Tlauptträgheitsachsen. Ist p,, der Ab- 
stand zweier parallelen Ebenen £, von denen die eine — etwa s' — 
durch den Schwerpunkt S geht, so gelten nach der Gleichung (a) in 
2. die Beziehungen: 

Nftek der YonHUMtniiig ist aber: 

Jf„(«)-Jlf..(9l') «od Jf.v(9l)-Jlf.v(9l'), 
folglich wird: 

und, da q,', als Abstand zweier parallelen £benen nicht gleich Null 
sein kann, Ä — W 

Hienutcli sind den zusammenfallenden Zentralebenen von 'tÜ und 9i' 
in den polaren Räumen JT* und F'* gleich groDM «nrUiogonBle Tra^cite- 
lialbiii€88er konjugiert. Den bsw. ni ihnen aenkreehten ZentndiAhaaii 
ktnomen fblglkli in r* and F*' die nSmliehen PunktinTolationen 
und beide polaren Biume sind somit identiaeh. Zwei in Bemg auf 
ihre TEigheitsmomente {^ehwertige Baumstflt&e rind folglieli inhalta- 
fßmök und bestimmen ein und denselben Raum F*. 

Der zu einem Raumstflck 91 gehörige polare Raum F' ist durch 
seinen Mittelpunkt S und durch ein Poltetraedor mit den Eckpunkten 
1\ P, eindeutig festgelegt. In diesen Eckpunkten lassen sich nun 
bzw. vier Raumstüeke jR^, Jl^, R^, derart konzentrieren, dafs sie 
den Gesanitinhiilt 3i und den Schwerpunkt S haben. Der mit diesem 
Systeme von liaunistücken verbundene polare Raum i "■ hat ebenfalls 
zum Mittelpunkte den Schwerpunkt S und zum Poltetraeder das 
Tetraeder Fj^P^P^F^, er fUlt demnach mit dem polaren Raome F* rem 
91 msammeiL Das Baumatficik K and die baw. in den Ponkten 
Pi, Pg, P4 konzentrierten Baamstfleke 8^, 9^, 91^, ft^ sind also be- 
sOgliGh ihxer Trigjhaitamomente g^chwertig, d. h. es lassen aidi in 
den Eckpunkten jedes Poltetraeders von bzw. vier Banmstücke 
9ii; %f 8l|y derart konaoiirieren, daCs sie 9i besOglieh seiner 
Trägheitsmomente enetaen. 

Halensee-Berlin, d. 26. Hin 1902. 
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Ober eine besondere Klasse transcendenter Kurven. 

Von E. WdLrniro in Stuttgirt. 

1. Die Lehre von den transcendenten Kurven, welche bei den 
Geometem des 17. and 18. Jahrhunderts eine grofse KoUe spielte, ist 
im vorigen Jahrhundert Imge Zeit stark yemachlässigt worden, und 
«nt Bioardings hai eis» Bmh» Mathwnatjkar diesem Gabiei wieder ihre 
Anfinerksamkeit gesehenkt Aber i^brend man früher mar einzelne 
tansoendente ^mren befcraelitele, wie sie meistens die angewandte 
Mathemetik sn die Hsad gab, saekt man jetrt die grolben Geeiehl»- 
pnnkte in den Vordei^nmd m stellen und bemüht sieh, die tran- 
scendenten Kurven in Klassen und Familien zusammen zu fassen, die 
durch Differentialeigenschaften definiert sind und häufig als Spezialfälle 
auch Familien algebraischer Kurven enthalten. So definiert Cesäro*) 
eine Kurvenklasse durch die Eigenschaft, dafs der Krümmungsradius 
zum Stück der Normale bis zum Schnitt mit der Polare des Kurven- 
punktes in Bezug auf einen festen Kreis, den Direktorkreis, proportional 
ist. Je nach dem Wert des Verhältnisses beider Gröisen erhält man 
Tenuhiedeme ünlerfiunilien: die eine besteht ans aUen Ereisen, eine 
andere ans oUen KegeLadmitten, eine dritte ans aUeo cjklisfihen nnd 
psendocjUisehen Karren. Nun kann siber aneh der DirektorkreiB in 
eine Gerade oder in einen Punkt ausarten, dann erhalt man zwei 
Funilien: bei der einen ist der KrümmnngRadins proportional zum 
Stück der Normale bis an einer festen Geraden; sie heifsen lignee de 
Bibancoar*), kommen aber echon früher, z. B. bei Höpital') yor. 
Zu ihnen gehören unter anderem Parabel, Kreis, Oykloide und Ketten- 
linie. Die andere Famili« hat die Eigenschaft, dals die Projektion des 
Krümmungsradius auf den Hadiusvektor zu letzterem proportional ist. 
Zu ihnen gehören die Parabel, der Kreis, die gkichseitigc Hyperbel, 
die Lemniskate, die Kardioide, die logarithmische Spirale. Die Kurven 
der Similie wurden Ton H4ton de In Gonpilli^re^) Spirales ima<- 
soldes g^nanni^ weil ihre Pohg^eiehnng anf die Form gelnracht werden 
kann f*» — a*sinm^. 

1) Sur deoz claMea remarquable« de lignes planes. Nouv. Ann. de Math. (3) 7 
(1888) 171— ISO. 

f) litnde des 41a«aeides. Mteiiei oooMnmtft Ae. BnueDes an 4* 4( (186S). 

3) SolntioB pKoUteie phyMCO-mathAnatiqme. Mteoiies Ae. Fmii 1700, 

p. «—21. 

4) Note 8ur les courbea qae repr^ente T^quation: Aün.nm, Noqt. 
Ann. de Melk (t) U (1870)» 07—106. 
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Zu jeder der früheren Unterfamilien gehört eine ligne de Ribau- 
cour und eine spiralB aumaofde, s. B. m den ejUisolMii Eorran die 
GyUoide resp. loguiihmiidw Spirale, zu deE Kegebehnitten du Puabel 
resp. die gÜdiwiiige Hyperbci 

2. Die Familie von transcendeiiten Kurven, welche ich kurz be- 
sprechen möchte, wird erhalten, wenn man x und y in der Gleichung 
der sogenannten courbes triangnlifciree x'^ -f <^y^ '=• nieht als recht- 
«inklige Eoofdimten tmBaiM, soaidMii als Bttdinsrelctor r tmd ab 
Unprungalot p anf di« Tangente, ao dab die CHdehnng wird: 

(1) r»4- 



Die Focmehi ftr die Eoocdinaiten r mid p ündeft man in dem 
LehrbnolL Ton 0. Sacchi') Nim iat der Erttaurangaradiiu 



oder mit A — 2 — 

(2) 9 — arfp^-f. 

Durch die Gleichungen (1) und (2) wird eine bemerkenswerie 
Khaae tou EorreB definiert; man kann aagen, dafii swiaolMm r und j» 
eine Gkichmig A-ten Gradea beatelit mit nur Toilalindigen I4ea Potenaeii 
oder aneli, dala swiaohen ^ r imd p eine ]u>mog«ne binomiadbe Bdaftion 
enstierfc. 

Indem wir die Diskussion der Gestalt der Enrven für beliebige 
rationale Werte von X und (i dem Leser fiberlassen, betrachten wir 
anafllhrlicher einige Familien unserer Eurvenklasse. 

a) A — 0, f» — 2. — Gleichung (1) wird illusorisch; an ihrer Stelle 

giebt die Integration von (2), weil ^ r «> 
(4) r-'Cpf, 

Ea aei 9 Projektion des KrflmmimgnadiaB auf den BadioBTektor; ao iat 

qiffmmpir oder 5 — rfr. 

Da die Projektion daa ErOmmmiganidina auf den Badinsrektor an 
proportional iai^ ao hal»eii wir die Sinnaapimlen Tor ona. 



1) Geometrie aaalitica deUe linee piaoe. Favia 1864. 
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h) ji-2, f^-a — AiM 

(5) _ 9 «p, 

(6) r« + «j»^-i8«. 

Nun iil der Koniingenzwmkel: 



somit 



odor 



also die cyklischeu Kurven. Diese treten danach mit den Sinnsspiralen 
als koordinierte Familien auf, während in der Klasse Cesäros diese 
beiden Familien aus verschiedenen Einteilongsprinzipien entstehen and 
sich daher in der Cykloide kreuzen. 

c) A 1, |i » 1. — Mit Änderung des Zeichens von «c erhält man 

(7) r-aj» + ^ 

In dieser Form hat Purkiss^) diese Kurven erwähnt, indem er eine 
Gleichuug f{r,p) = 0 annahm und nun 80 verfuhr, alä ob r, p recht- 
winklige EocttdiatttaB irSrai und «r dk Tngnto UMaiL woUto: 

(8) |J(«-r) + g(P-j.)-0. 

Die Kurven oaknlioren die gegebene Karre f(r,p)^0, Warden aber 
TOn Purkiss nicht naher nntanaeht. 

Ans (2) folgt üemar 

(9) f — «r 

oder 

(10) ♦ - «»J» + aß, 

der Krümmungsradius ist proportional zum Radiusvektor. Die Kurven 
sind also dieselben, welche von N. Fufs') untersucht wurden; derselbe 
gelaugt zur Gleichung (7) zorück und drflokt die Polarkoordinaten ^ and 



1) Tbe equatioQ of the tangent. Hees, of Matli. 8 (1866), 19— tl. 
1) Solnlio pBoUamstis es mayiodo tangentimn imrana. Her. Aet M 
Pelrop. 4 (17M) 104-1S8. 
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r als Funktionen des Winkels tff zwiachea Bftdinsrektor und Tangeate 
aw. Er findet r » ümMT 

(11) ♦-Cf-* + 90» + tg(|+4ö'>) ftr «-1, 



(12) 



wo C eine Konstante. Auch gelingt ihm die B«ktiiikation der Kuire: 

(») • - rä^i^l^i^, + r^. {* + * + w - o. 

Man kann aber a maxk durch j» auedrH e ken; 

dieses Integral führt auf logarithmische und cyklometrische Funktionen. 

Ist /) « 0, so ei^ebt sich aus (10) die Kurve augenscheinlich als 
eine logarittumache Spirale. Ist ß=^Of a> 1, ao nShert dch die Kurve 
für grofiw Werte Ton r nnd p der logaritihmischen Spirale q ap 
und geht in nnendlieh riekn Windungen ins Unendliche; iat aber 
« < 1, 80 hat die Kurve keinen unendlich ftvnen Punkt, der grSlbte 

Wert Ton r ist (Dab die Gleichung p » ctr aolser der logarith- 

mischen Spirale zwei Arten neuer Kurven definiert, wurde auch von 
Thomas Hill') bemerkt.) Für r — ß wird p^O, also geht die Tan- 
gente durch deu Ursprung. Das Minimum erreicht r für r = —p — {"^^ 

Die Kurve hat keine (reellen) Spitzen, da in einer solchen keine lineare 
Gleichung zwischen r und j) bestehen könnte. 

Die bemerkenswerteste Eigenschaft dieser Kurven, welche ihnen 
eine bestimmte Stellung im System transcendenter Kurven anweist^ ist 
bisher gänzlich unbemerkt geblieben. 

Aus den Gleichungen 

1) Sjvtems of ooordiaatos in one plane. Prooeed. Amer. Asaodatiou 11 (1867), 
48— i6. 
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folgt der ErfiinmmigsradiQi dar Erofaito 

und wwl |» — 

(15) (»i =. y(a«-l)^» + 2a^^-««^«. 

Nun kann q als Bogen der Evolute wdge&hi werden. Für die 
Evolute ist also das Quadrat des Krümmungsradius eine qinidratische 
Funktion des Bogens; die Evolute muls daher eine «^klische Kurve sein: 

Die Kurven r-^up-^- ß sind aiso EvnkaUm ejßtUtdter Ktmen, 
natürlich EvolTenten iperaeller Art. 

Während diese Thaisache in ihrer Allganeinheit bisher unbekannt 
war, hat doch Fufs (ai a. 0.) einen speziellen Fall bereits bemerkt; er 
fand, dafs die Kurve p °= r als zweite Evolute einen Kreis hat. Auch 

Sylvester*) erkannte diese Kurve als spezielle zweite Kreisevolvente 
und nannte sie norwich spiral. Dagegen entging diese Eigenschaft 
Schlö milch*), der sich ebenfalls mit diesen Kurven beschäftigte. 
Die Gleichung (15) kann auf die Form gebracht werden 

(16.) ^-(v?in:,+ p^y-(^^)'ftr.>i.od.r 

(16 a) steUt eine Paracykloi<l€, (16b) eine I^ticykloide dar. 

Nun ist nach Gesäro") die Gleiehong einer Epicykloide, woin a 
der Badius des ferten, h de^enige des beweglichen Kreises ist: 

somit 

(a 4- 26)» " ^ ^* (a + 2 ö)» 1 ™ a«" 

Hieraus folgt: 

(17.) ..fti_m^ 



1) On the BucceMiTe inrolntM to a dxde. Fhilos. Magas. (4) M (1868), 

m— 806 ; 459—466. 

8) Über eine äpirale. Zeitschr. f. Hatli. n. Pbys. 14 (186D), 162—168. 

^ Qeometria ia t r i iiieea. NapoH 1896, p. 67. DmitMhe übenetanng von 
H. Kowalewtki, Le^dg 1901, p. 88. 
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für «He Epicf kloidA und 

(m) <.-fti-|rI+^' 

für die Paracykloide. 

Also ist ß der Radius des festen Kreises ; und da fiir|>=-0 r = /3 
wird, Bo schneidet die Kurve dm festen Krci.s ihrer Kvohde orthogotuti oder: 

Legt man an die cyklische Kurve und an den festen Kreis eine gemein- 
flame Tangente and VSüi diMO saf dar «yHitchan Karre rollen, so beschreibt 
dar BerOhrungsp ankfc mit dam Man Kroi die gemehfo ipeDfllle ETolTento. 

Lideni wir sa dar Familie 

larflckkehran, bemerkoi wir, dais die polairemproke Karre sa aiher 

adehen eilialtan wird, indem man r dordh — , p dordi — evsefcct. Ea 

Pt 'i 

wird alsdann 

Die Karren mit negativem X sind also zu denen mit positivem A 
polarreziprok (in Bezug auf den imaginären Einheitskreis + y* + 1 = 0), 

d) Die Kurven r~ * + = /3" * sind daher zu den cykliachen 
Kurven polarreziprok; man erhält für 0 > « > — 1 Kurven, welche mit 
der Poinsotscheu Spirale verwandt sind, für u > 0 und für — l > o, 
Kurven, welche Aubry*) epia genannt hat Für a — — 1 erhält man 
die hjperboliache Spirale. 

e) Die Karren r*^ + /S**' aind sa den anter e) genannten 
Karren inrera. Bordoni') zeigte, dab aieErdatan ron Folartraktrieen 
aind. Gatalan^ bewies, dab, wenn eine aolehe Karre saf einer Ge- 
raden roBt, ein Pnnkt ihrer Ebene einen Kreia besehieibi Dieaen 
Sats geben aooh 0. Keaaler*), Beaant*), Beaal^, Demoalin^, 

1) De l'usage des figures de Tespace pour la dtiüuition et la ttansformaiion 
de oerteiiiM «enrbss. Jonin. da Math, tptfo. (4) 4 (1896), p. Ml. 

8) Bei aiDovo tocno Imaginato dal ngnoc Carlo Parea, Man. Soe. R. (detia 

dai XL) 18 I (1820) , 205—242 

8) Note aar la thöorie dee roolettes. Nouv. Ann, de Math. 15 (1866), 
108—108. 

4) Dantellmig der Kegeliohnitto ali Rouletten, deren Bacii eine Genda Ist 
Din. Jena 1869, p. S4— 3ö 

6) On roulett«B ancl f^lissettes. Cambridjrc 1870, p. 4ß 

6) Sur los proprietes d'ane coorbe qui roule sur uue droite. Joum. de 
llatii. (8) « (1880), 116— IM, bee. Ul— IM. 

1) Snr nno transformation gdom^trique applicaUa k la thAuna dai fOolettea. 
Mtet ooar. Ac. Bmx. «n 8% 46 (1881)» M— 81. 



Digitized by Google 



L. SyuiMBftn: UoAbhftngige DanrteUoog etc. 123 

Horlay^). Leteterar bemeikt noeh, dab die Kum^ als Evolute der Polar- 
inkbii^ Eellenlniie bei einer Geninlknift proportional den vmgekelirleii 
Qoadrat des Abstandee vom anziehenden Gentmm ist Die Karren nnd 

für a > 1 algebraisch resp. interscendent, je nachdem a rational oder 
irrational iai^ fBr «^1 traoecendeni. Ffir « — 1 erhalt man die Spirale 

r » ^ ^^t » welche nur norwich epiral polamaiprok iaL 
Stuttgart, den 11. Mai 1901. 



Un&bhftngige Darstellimg der Mac Mahonscliea 
symmetrisdiea Funktionen. 

Von L. SaalschOte in Eteigiberg. 

Der englische Mathematiker Herr Mac Mahon hat (in Bd. XV der 
„Procecdings of the London Mathematical Society'') für gewisse sym- 
metrische Funktionen, die sich als Verallgemeinerungen der Potenz- 
sumraen ansehen lassen, eine Rekursionsformel nach Art der Newton- 
schen aufgestellt; dieselbe ist von Herrn Gegenbauer (in d. „VersL d. 
EoninkL Akad. r. WetenscL z. Amsterdam" IX, 332 — 336) mittele einee 
einflM^hen Gfnmdgedankene elementar bewiesen worden. Mit Hlllfe der 
vom ihm benutsten Gleichung ttlbt sidi aber auch eine mdgpmidmte Tht- 
stellung der genannten Funktionen ernden, aua weldier wieder die er* 
iriÜbnte SAunkm^omd aidi m aehr einfiMÜiir Axt ableiten lafiit. Dieae 
Entwickelungen bilden den Gegenataad der folgenden Seiten. 

Seien Oi» • * a^f ^^.u * ' fl^ die Wnnefan der algebraischen 
Gleichung: 

(1) J^C«) -af -/i«"-» + • -0; 

dabei aoU «■■r oder >r angenmnmen werden dflrfim, ao aber, dalb 

im letzteren Fsdle die Wurzeln a^^^ a^^^ '"9 % den Wert KnU haben. 
Difoentiieren wir die identische Gleichung: 

(2) F{x)~(x-a,)(x-a,) ...(a-aj 

A'-mal nach x, so erhalten wir, wie mau leicht bei successiver Aus- 
führung erkennen kann: 

(3) l^T*) (X) = ^ ! - «1) - «t) • • • - «» -») , 

1) Ihe MBe-mUiag** eunre of Amelers plaoimetor. Annals of Mafii. (I) 1 
(1899), 91—80. 
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wobei «Dl den n Faktonn (x—Ojit * * 't ('"-«O ^ iiiSg|]oh«ii. Arten 
n — h Ton emandir TeiMliitdMiie anaxnwiUini und dann deren F^nkfe- 
■Qinme so bilden irt.^ SUdi dieser Glaiehiing libk aioih sooh aebreiben: 

Dies ist (in etwas anderer Form) die Gleichung, von welcher Herr 
Gegenbauer ausgeht Dividieren wir sie beiderseits durch k] F[x), 

multiplizieren mit x*, setasen ^ t) und entwickeln rechts nach Potenzen 
Ton Vf 80 erhalten wir: 

(w - l)kfr t> 4- (n - «)t/;a' T " • 

^(1 + «1» + ajo' H in infin. •••(! + a^v-\-a*v'-{- • • • in inf.) =- 

+ (i(W +ik,i.>i.)K«i.+ «-^ 

1 

,1 ' 

Bilden wir nun die dnrek daa Totgeaehriabene Snnunenieidien ge* 
förderte Summe, ao kommt die Zabl 1 ao <^ TOT, ala h Elemento 
(Faktoren) aidi «na » iriOilen laaaen, jede Poiens (wie «ii «^i <4) 

oft, als Ä: — 1 El«nente aus n — 1 ausgesucht werden kSnnen, jedes 
binäre Glied (wie a^a^ t^al^, Ogäf) so oft, als it — 2 Blemente ana » — 3 

1) Die Bedeutung des Summeozeicbena ist also in dieser, wie auch in den 
folgenden Gleichungen, diesdbe wie bei der in der Theorie der symmetrischen 
Funktionen ttbUchea Beseichnnng a|* • • • 

^ Die Bemiehming dSifte Uar aebi: so ist s. B. die letite SniDiiie glaidi 
der Somme aller Produkte zu je vier (ohne Wiederholung) der Elemente 0]« 
'"tO^tto dab von 1 bts it— t, tob 4 bis it in gehen hat 
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entnommen werden können nnd so weiter. Bezeichnen wir daher mit 
Tlerni Gegenbauer (und Mac Mahon) die Summe aller möglichen 
von einander verschiedenen (also den Koeftizienten 1 besitzendeu) (ilieder, 
welche aus je h von dm Elementen «i, «j, • • mit verschiedenen oder 
gleichen Exponenten versehen, zusammengesetzt sind und die gleidte 

Dintmsim d bmtten, als fi, ao ist di« nohte Seite Ton (6): 

W* + (« - Sv + ((n- 1),. jÄ + ^ - 2)»_, 8 )v' 

(6) ^ + ---+ ((n-l)4_i5+(n-2)».,i+... + (ii-*+l)*sV-» 

+ y(in - 1),_J + (n - 2),.,5+ ... + («-* + V s)if. 

Um BQflih die linke Seite von (5) nach Potenzen von v za ent* 
wiekein, setzen wir: 

(7) (1 -/i«« ip . . + Ai» + + A»»+ . .., 
wo s. R: 

und das allgemeinB Bildmig^ go o et B der ^ nnteii aagegeben wird*); 
dann igt sie: 

(8) W»+((*)iA-(«-i)/i)t'+((»)»A-(»-Wi+(«-2)/,>^ 

Yergleidien wir nun in der dorch Gleichsetiniiig von (6) und (8) 



1) Bi iit 

(i-Ae+/.»«:f . -r*-i + (r.«'-A»'±- -)+(/««'-/;»*±- •)■+•• . 

also eigiebt noh bei Benntmiig des polynomiaehen LebrsatBes cor Aefflndung des 
KoelBiieiilen PfWütß folgende Begel: Mui Uee die (Heidiiiag 

Ä + 2j), + 8i>, H h»ft — 

auf alle möglichen Arten für ganiMfthlige nicht-negatiTe Werte von ft, • • ■ anf 
und neixe jedesmal 

dann iit: 

(VgL noch die epfttexe Anmerkung zu QL (li).) 
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entstehenden Gleichniig di« Koftffirifflitan Tom ti^(p^ k), 80 
lialtea wir: 



(») 



("- i)»-i'S+(«-2),.,l+ • . . + («-»+ixV+ a 

p p P » 



• {n\ß, - (n - l\ß,.J, -f (n - 2\ß^_,f, T • • • 

Sefaeii wir in dieser Gkiclmiig nient n » r und dann « > r, lo wird 

dadnrch (siehe den Anfang dieses Aafsatzes) weder an den S noch an 

den Koeffizienten fitf%t * * * und ebensowenig an den etwas geändert 
da die hinzukommenden Grofsen gleich Null sind; daher kann n be- 
liebig viele Werte erhalten, während alles andere konstant bleibt. Da 
nun andererseits beide Seiten von (9) ganze Funktionen von « sind, 
gilt diese Gleichung für jeden beliebigen Wert dieser Zahi 
Setzen wir , ^ 

k 

80 blttbt linka nur daa lotete Glied 8 stehen. Mich rechte gehen die 

p 

ersten Glieder wegen der msohwindenden Faktoren (fi)^^, (n - 1)^ eto. 
forl> bis vor dem Glieder weldies den BinomialkoeffisientMi (— raun 
Faktor hat: dieses GUed ist 

(- 1)*(- 1),^,./, = ik\ß,.J,, 
und wir gewinnen die Gleichung 

S - ß,.Jk " (* + l\ßp-k-ifk+i + (* + 2). ßp-k-Jk^f =F 



(10) 



Vermine dersdben icird S in uncAIiängiger Darstdiuny gegeben. 

p 

Sammelt man mit Benutzung der Werte für die (siehe Anmerk. 
zu Gl. (7)) die Koeffizienten eines bestimmten Produkts, wie etwa 
fi'f%' ' ' ' fk*^ ■ j '^^^ verschiedenen Gliedeni auf der rechten Seite 
der Gl. (10), so zeigt sich die interessante Thatsaehe, dal's alle diese 
Koeffizienten dasselbe Vorzeichen haben, und mau gelangt überhaupt 
unschwer zu folgender gedrängteren, wenngleich minder durchsichtigen 
Darstellung: 

Man bestinune tt^ a^f" a^, • auf alle möglichen Arten als ganze 
niebt-negaliiTe Zahlen so, dab sie der Gleiehimg: 

2tt^ -|- Sog + • • • + A;a^ + • • • "P 
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genllgeD, wobei j«dodi minderteuB ema der Zahlen «^4.^ (p ^ 0) von Noll 
Toselued«!! angenonmMii werdea mab, und setze nach jeder AuflSsang 

, «i + «i + ai + -. — I», 

dann ist: 

(l(k)s-(-l)'-»-■2'(-l)'i;^|-^^.(5*(*+♦)f•i♦»)fi'ff'fl^••• 

Setzen wir hierin w eKhalten wir die Waringnshen Fonneln 

fGbr die Potenzsnmmen. 

Vergleidieii wir in (9) bodeneitB die Koeffiaienten toil i^, so 

ergiebt sich: 

(11) 0 - /J, - + ^,../; ... + (_ i^/;., + (- !)!•/;, 

und diese Gleichnng ist in der Thai riohtig^ da 

ist^) — SetMB wir in (10) der Beihe nadi p — jk + m, h-\-m — l, 
h-\-m — % • • *y ]fc + 1; ^» 80 erhatten wir die Qkiehnngen: 

s = ß^_j, - 1) ± •••+(- '(*+«• - 1)«- 1/;^.,-!, 
,J - ^ + ix/'.-.Ä+i ± • • 

nraltiplixierenwirdieee beaaehungsweisenut 1, —f^, /*„ — /'s, • •, (— 1)"* ~ 
(— l)*"/*,. und addieret^ so Torsehwinden wegen (11), wenn darin heaw. 
p^m, m — l, '",1 geeelafc wird, die Eoeffizifoiten Ton f^, f^^^^, 
' ' *» fk^m-\t ^'"'^ ^ entsieht: 

t k k k 

^k^m — fl ^Jk+m-l + /t ^k+m-t 

+ (- 1)-- 4+1 + (- - (- + 

dies isl aber die tfac Mahon-Gegenhanersehe BebmionafomieL 

Königsberg, Februar 1902. 



(IS) 



1) Die Gl. (11) kann aash, mit j» •« 1, 8, • • • nur loooeirifen Berechnung 

der dienen. 
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Angenäherte n-Teilnng eines beliebigen Winkele mit 

Zirkel und Lineal. 

Von Hbdibich Sohoblbb in Berlin. 

Das nachfolgend beschriebene Verfahren zur angenäherten Teihmg 
eines Winkels in n gleiche Teile setzt voraus, dafis man die (n -f- 1)- 
Teilung desselben Winkels vollziehen kann. Aus unmittelbar ein- 
leucktenden Gründen kommt aber nur der Fall eines ungeraden n in 
Betiaeht; dann iit » -f 1 «na gerade Zahl, und da man jeden be- 
liebigen Winkel bilften kann, ao kommt die (« + l)-Teilong bei nn- 
gendem » anf die |(n + 1)-Teiluig der HUfle dee Winkda mrflck. 
Deninadi bangt die Teilung in 3, 5, 7, 9, . . . Teile Ton detjenigen 
der Hälfte dea Winkels in 8, 3, 4, 5, . . . Teile ab. 

Genaa anaführbar ist die (n + 1)- Teilung, wenn n + 1 = 2", 
n also = 2» - 1, d. h. für n =. 3, 7, 15, 31, 68, 2ÖÖ, ... In den 
übrigen Fallen ist die (n + 1) -Teilung durch unser Annäherungs- 
verfahren zu ToUziehen. Man siebt biemach, dab eiforderlicb 
wird bei 

n -i 3.2** - 1, oder 6, 11, 23, 47, 95, 191, ... eine Dreiteilon^ 
n - 5.2» — 1, „ 9, 19, 89, 79, 169, 319, ... „ FOnfteilnng, 
«-7.2"- 1, „ 13, 27, 55, III, 223, 447, .. . „ Siebenfteünng 

U. 8. W. 

Ursprünglich wurde zunächst die Drittelimg eines beliebigen 
Winkels unter dem Gesichtspunkte ermittelt, deu bei emer Teilung 
mit Zirkel und Lineal unyermeidlichen Febler mdglichBt zn yerkleinetn. 
Nach Auffindung einer diesen Ansprfldien binzeicbend genügenden Kon- 
stmktion ergaben Ungwierige Versuche und Übedegungen das nach- 
folgende Veiftliren, dessen Prinzip in der Teilung einer Geraden und 
eines Wink^ nach demselben rationalen Verhältnis su erbMdcen ist 

Um den Scheitel Jf des zu teilenden Winkds wAMB=EMI> 
besehreibe man mit einem beliebigen Radius r den Eieis BDHEA, 

teile den Bogen £2) in J7 so, dab JS^T- oder Winkel 

EMH= . , femer teile man den Radios MB in S so, dafis 

BS'' und Torbinde i9 mit IT, so ist Winkel E8H angenShert 

gleich dem n^*^" Teile von tu 
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FBr die T^uektion iat «bo der Winkel EMD m hilften, für die 

FQnfteilung (falls man sie nicht auf die 15-Teiliing lieber mrflfik- 

führen will) zu dritteln, für die Siebei^ 
teilnng (Fall der geseichnetea Figur) sn 
vierteln u. s. w. 

Systematisch durchgeführte trigono- 
metrische Berechnungen, deren Ergebnisse 
in mehreren Tabellen zubam mengestellt 
worden, haben dem Verf. gezeigt, Uafs der 
konfltmktiT geftmdene Winkel E8H regel- 

mäCsig etwas grölser ist als ^ . Die Diffe- 

reu d iwiiohai ^ imd dem konitraiertan 

Winkel iet fttr Ideine Werte Tom a sehr klein, nimmt eber mit 
waehsendem « eteftig so. Bei der Diittelnng iet b. B. fttr: 

o-lO» 20» 30» ÖO^ 90» 120« 180» 

d-l",7 Id" 46" 6' 14" 21'40" Ö3'36" 3»26'6". 

Doreh paeaende Yorberttitang einer m ToOnehenden Tdlnng iat 
man daber im Stande^ den Febler belielng klein sa wiarfwin. Bei der 

Drittelung eines Winkels z. B. kann man einen zweckmäfsig zu 
wühlenden kleineren Winkel zunächst dreimal abziehen und dann den 
Restwinkel dritteln; ist dieser Restwinkel kleiner als 10°, so ist der 
theoretische Fehler der Zeichnung kleiner als 1 ",7, Da das ganze Ver- 
fahren eine lleduktion auf eine kleinere Zahl vorstellt, so möge zuletzt 
die Bemerkung Platz finden, dais man jeilen Fall schlieTslich auf die 
kleinsten Primzahlen 2 und 3 bringen kann. 

Berlin, im Januar 1902. 



AmUv dar MaUiesutik und Phjriik. HL B«Um. IV. 
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£. Lamts: 



Bemerka]m;eiL flbor einige angenftherte »-TeUmigen 

Ton Winkeln. 

Von E. Lampb in Bwlm. 

1. Zur näheren Einsicht in die GeTiauiit;keit der vorstehend mit- 
geteilten Konstruktion des Herrn Schoelrr fügen wir folgende Be- 
rechining hinzu. Ist HF das Lot von H auf DEf so ist, talls mau 
den iüuiius deä Kreises r = 1 setzt, 

n-j-l' n + 1' «-f-1 «-j-l 

Begteiehiiet man den Winkel E8S mit x, ao ist alao 

2« 

2a 

*^'n -\- l «4-1 

Seist man für die trigonometrische Funktionen die Potenneihen ein 
und ftthrt die Divinon aus, so ergiebt aioh hienras 

- arc tg (- + 3^$:^. + • - n » n» d» + 1)« + • 

Man sieht also, dafs r > und dafs, wenn man den Fehler d für 

kleine Winkel auf das Glied mit beschränkt, d angeoihert durch 
den Auadruck 

" 8ll*(«+ 1)' 

gegeben wird. Der Feliler wächst demnach mit der dritten l^otenz 
von «, wie man dun Ii die für die Drittelun«^ mitgeteilten Zahlen des Herrn 
Schoeier bestätigen kann. Der Zahienkoeftizient von wird für 

1» — 3, b, 7, 9 11, . . . 

1111 1 

648 ' U75 * 10V16 ' SMüO ' ä74M,X > ' ' '' 

Die Fehler nehmen also für t^röTsf^rc Werte von n sehr schnell ab, 
wie HeiT Schoeier in seinen Tahelleu ebenfalls gefunden hatte. 

Aus Anlafs des Abdruckes der Note des Herrn Schoeier sollen 
hier noch zwei andere angenäherte «-Teilungen eines Winkels folgen. 
Denn obschon die Litteratur dieses (gegenständes sehr grols ist (Herr 
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W51ffing »ihlt in den ^ath. nahinr. Hitt. in Württemb/' (2) 2, 21—27 
fiber 200 lieill^iehe Arbntoi val), wo flbt die Aii%al>« noeh immer 
eine grolee Änsiehnng ans. 

2. M. Koenig veröffentlichte 1894 die Schrift: „Die geometrische 
Teilung des Winkels", in welcher er die exakte Lösung mit Zirkel 
und Lineal gefunden zu haben meinte. Seine Lösung war die folgende 
(yergL Fig. 1). Der su teilende Winkel Bei COB'^ip. Man nehme 

Winkel ifJLO-»^ (die Konstruktion ist gerade wie die des Herrn 

Schoeler «ne rekorrente), fälle die Lote HJ und CO auf OB, siehe 




JF parallel zu OC und verbinde A mit F. Schneidet AF den Kreis 

in SO soll COX — j^^i sein. Hier ist fEir praktieohe Zwecke 

n als gerade Zahl anzunehmen; dann ist n — 1 ungerade. Also wird, 
gerade wie bei Herrn Schoeler, die 3-, &> 7-, ... Teilung auf die 
4-^6-, 8-, ... Teilung zurückgeführt. 

Bezeichnet man den Winkel FAQ mit p, so findet man nadi 
einigen Umfoimnngen: 



9 — 1)9 

COB — — OM- — 

« fl 



8m 



(**-i)9 



woraoB, Ihnlich wie oben, erhalten wird: 

8(« — 1) ^ «4n(n — !)• ^ 
Non ist C^O-f , alflo OiiZ-|-y, COX»jr-9>-2y, 



rnn y («-«)V 
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Mitlun itlL X m Idean, mid der Fdiler irt angoiSlieii 

Der Zahlenkoeffizient von 9' ist für n -= 4, 6, 8, . . der Drei-, Fünf-, 
Siebeateilung entsprechend: iHf' 

3. Gegenüber diesen beiden rekurrenten Methoden ist ein an<leres 
Verfahren bemerkenswert, das unmittelbar den »i'*" Teil eines Winkels 
zu konstruieren unternimmt. Ein pensionierter Feldmesser, der es zur 




Begataehtong einmdte, erklirte im Be^^taehrnben, er hebe es seit 
seiner Ji^end gekannt und geflbt mid nie einen Fehkr dabei gemadit 

(▼ergL die Fig. 2). 

Der zu teilende Winkel sei Ä CB = a. Man beschreibe um C 
als Zentnim den Kreisbogen ÄJi, ziehe die Sehne AB, die Winkel- 
halbierende und teile den Pfeil DE des Bogens in drei gleiche 
Teile, so (lafs 1)F ^ IDE, FE = {DE ist. Mit (JE als Radius be- 
Hchreibe man den kouzcutriHchen Kreisbogen. Den Radius CA teile 
man in n gleiche Teile; H stn der erste Teilpunkt von C aus, d. h. 

CH^ — CG. Man projiziere die Linie HG auf Ali in H^Gi und 

verlängere die projizierenden Lote HHi, GG^ bis an den Schnitt- 
pankien und Gfg mit dem konzentrischen Kreise vom Radius CF. 
Verbindet man 11^ und G^ mit C, so soll Winkel H^CG^ der Teil 
von u sein (vom Verf. mitgeteilt in Mathesis (2) 10, IbS, 1900). 
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BeMuih]i«t nun SfCO^ vak'fi, ao eigiebt die Figur leicht 
1 A trinke 

also 

Ä — Saredn -tI^^^, 

1 /a a' \ a , a* «* i 



Seist maa ft; kleme Winkel den Feliler $ » ^^^angenälieii), lo folgt 
der Zahlenkoeffisient Ton «• für 

Jl" 8| &y 7, 9y . . . 



*«J. J- _i- -i_ .... 

^ Utf 901»* UU' 

Dock ist zu beachten, dafs das Glied mit der fünften Potenz tqH u 
bald betrachtlichere Werte annimmt. Als independentes Verfahren hat 
die Eonsfcraktiou ifire Vorzüge. Merkwürdig iat die Benatanng der 

Formel 7^^^^" — tsä"** die auch ron Gatalan für die an- 

(2 4- C08 x) 180 ' 

geoSherte DrritaOmig verwendet und die bie auf Nikolaas von Cnsa 
naHek verfolgt tei 

Berlin, Auguat 1902. 
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Arthur TOn Oettlni^en. Elemente des geometrifloh-perspektivisohen 
ZeiohnenB. Mit 209 Textfiguren. Leipzig 1901. W. Kn^Aimmin go. 
Vn -I- 177 S. 

Dm Bneh behandelt die Gnmdleliren der PenpektiTe, nngefllir in dem 

an technischen Hochschulen gelehrten ümüuigef jedodi unter absichtlieher 
Vermeidung aller praktischen Anwendungen, ja sogar unter Hervorkehrung 
eines gegensätzlichen Standpunktes (Einleitung S. 2). Aufserdem ist ungefähr 
ein Drittel des Buches der Einführung in die projektive Oeometrie und der 
Angabe yma lEigeMohaftaB der Keg^toehiiitte geiwidmet Die pMrjelttivMi 

ISgenachaften sind ftber nicht organisch aus der Perspektiven Abbildung 
aufewiokelt wie in W. Fiedlers „Darstellender Geometrit'," Sürnlfni das Buch 
beginnt mit der Lehre über projektive Punktreiheu und Strahlenbüächel 
(mit Beiagnabme auf Steiners „Systematiaehe Sntwiekelnng**), lehrt die 
Konsbnoktion der Doppclelemente konlokaler projektiTer Grebilde und verwendet 
die erhaltenen Sätze und Konstruktionen beim Perspektiven Zeichnen. Auf 
Seite 54 folgt dann die projektive (oder wie der Verf. sagt „perspektivische'*) 
Enteugung von Kegeladniitten nnd die Lehre TOD den harmomaoben Elementen, 
wobei aber bexfiglich der Beweise zum Teil auf Steiner verwiesen wird. 
In einem Anhang (S. UM— 177) wird eine Schar von Sätzen über Kegel- 
schnitte angeführt, „die zur Konstruktion von K^elschnitten anwendbar^^ sein 
sollen, becflg^cb ihrer Beweaae wird jedoeh auf Salmon-Fiedlers „AnalytiscAie 
Geometrie der Kegel scknitkei'* verwiesen. Schon aus pädagogischen Gründen 
erscheint eine solclie Zusammenstellung von teils metrischen, teils [>rojektiven 
Sätzen, die der Zeichner zum geringsten Teil braucht und deren (analytische!) 
Beweise er auch in dem angezogenen Weik oft nicht findet, da sie dort als 
Oirangsanfgaben vorgelegt werden, verwerflidL 

Vielleicht würde es sich kaum lohnen, näher auf den Inhalt des Buches 
einzugehen, wenn nicht die auf dem Titelblatte angeführte Stellung des Ver- 
fassers ganz andere berechtigte Erwartungen erregte. Leider wird das Lesen 
des Werices in jedem Fachmann den peiididien Eindruck erwecken, als wire 
der Verfasser entweder mit dem Gebiete der darstellenden und projektiven 
Geometrie nicht so vertraut, wie es steh für einen Lehrer des Faches ziemt, oder 
als hätte er das Buuh sehr flüchtig abgefafst. Für wen das Buch geschrieben 
ist, bleibt miklar, trotsdon ea ^beifl^ieh in der Einleitang hei&t: JUa 
Leserkreis dachte sich der Verfasser vor allem Lehrer und Dozenten der höheren 
Mathematik, dann auch Künstler und Laien von tieferer inathematiscber 
Bildung, am wenigsten Techniker aUer Art** Denn für so verschieden 
mathematiadi voxgelnldete Leser paasoid sa sohreibeiii iat mimSglidi. Den 
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KtfawUflr rnSdito ioh kennen lernen, der, mn Penpektive zn erlernen, den 

Ballast der projektiven Goomotrir, norh il:i/,u in dieser Form geboten, 
mitechleppen möchte! Und einen „Dctzonten der hrtbrnm M;ifh('in;itik" wird 
M merkwürdig anmuten, wenn nach Erklärung der Begriäe ,^auktenreihe" 
lud ,^tnlil1iii8ehel" (S. 5) die projektiv« Yerwandtsohaft auf folgende Weise 
flingefUirt wird: „Ein Pnnkt B und eine Gerado Ä können aufeinander 
bezo^'en werden, indem jedem Punkte von A ein hpHtimintor Stralil von B 
entspricht, wobei die Strahlen des Büschels nach den Punkten der Punkten- 
reihe benannt werden*' (^^* ^ steht daneben). Oder wenn es nach 
AnfUumng der Thatsache, „dab die beideraeits im ünendUehen liegradeo 
Punkt« von A (Gerade) identische Punkt« sind" (S. 6), weiter heifst: 
„die scheinbare Paradoxie wird dadurch gehoben, dafs beide Punkte gleich- 
artig nicht existieren/' Verwirrend wird es auf ihn wohl nicht wirken, 
wenn auf 8. 166, 166 (Sats 18) der Brianchoneche Sats ftker das «nem 
Kegelschnitt umschnebone Seckseck Pascal „Essai sur les coniques" 
Paris 1640 und der dazu „in direktem Gegensat/." stehende Pascal sehe 
Satz Brianchon „Journal de l'Ec. Polyt. Cah. XIIl, 1824" zugeschrieben 
vird. üngenanigkeiten Uefsen sidi viele anfttkren. Beemdera fUlt äer 
Gebrauch von Benennungen auf, die man in diesem Sinne heutzutage sonst 
kaum findet: z. B. S. 9, „perspektivi«c1i gleich" (S. 10 wieder „projektivisch 
gleich") für kongruent, S. 18 „Üoppelgerade" und „Doppelbüschel" für vereinigt 
liegende (konlolaüe) projektixe Pnnkfavilien oder SträUenbüsehel, „unendliche 
Elemente'* statt unendlich ferne Elemente. Von zwei schiefliegenden projek- 
tiven Punktreihen heifet (S. 13) die eine eine ..schit fn Projektion" der andern. 

Ebensowenig Gutes läfst sich über den eigentlich darstellend geometrischen 
Teil des Büches sagen. Er zeichnet sich dnrch Einführung einer ganzen Schar 
neuer, aber meines Brachten« nnnfltmr Namen, tvie (8. 86 — 39) ,3ildrahmAn, 
Firmament, Ober-, Unter- und Rückenhimmel (sogar oberer und unterer 
Rückenbiinmrl ! ), Fufsebenp (statt des pebriiuehlicben „Grundebene"), Ten-ain, 
Bückente n-ain, Stathme" aus. Im II. Teil, Kap. •! {ü. 33 — 36) führt der 
Verfasser, weil naefa seiner Anmcht „der Yerwirrong durch eine konsequente 
Benennung ein Ende gemacht werden muTs**, für die drei aufeinander 
senkrechten „Hauptrichtungen von Linien" die Benennungen „otihofional, 
vertikal und brachial", für die JHauptrichtungen von Ebenen" die Benennungen 
„fifmkU, lutrüoiiUA mä t/taÜmeiP* ein. Hiem sagt er in einer Anmerkung 
(S. 37): JDa es nicht ganz leicht ist, sofort die sechs Namen bei der Hand 
zu haben, so bediene ich jnich einer Mnemotechnik, die mir .steis sehr 
nützlich war und die ich deshalb dem Leser nicht vorenthalten möchte: 
An die je dr^ Hauptgebilde OVB und FH8 knOpfe ich die Namen des 
ersten und dritten Reichskanzlers: Otto Ton Bismarck und Fllrst 
Hohen lohe- Schillingsfürst." 

In einer Anmerkung auf S. 132, 133 giebt der Verfasser „alle Grttnde" 
an, die ihn veranlafst haben, seine „Elemente" „trotz des Voriiandenseins 
des ausgezeichneten Werkes" von 6. Ad. Y. Pescbka (nldit von Pesdbkal) 
und Em. Knutny, des einzigen Werkes über Perspektive, dessen er erwähnt, 
zu veröffentlichen. Dafs in anderen Werken sich die Darstellung von 
Gebilden mit Benutzung des „Terrains" die „schärfere Trennung der Mafs- 
paspektive von der der Lage", sowie die EinfBlurnng „der Elemente der 
syntlietiscben Oeometrie in dies penpektirisehe Denken und Zeiehn»** sohoo 
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lange findet, scheint dem Verfasser fremd SU sein. Seine Darstellung von 
Regelflächen zweiten ("rriul'S, auf die er so grofses Gewicht legt, hätte er 
z. B. schon in der ersten Aullage des oben erwähnten Fiedlersuhen Werkes 
(Leipzig 1871) Nr. 90, S. 816 flg. finden kOonoi. Wenn Verfiuser 
am Schlüsse obiger Anmerkung sagt: .,Wir haben unser System vollständig 
unabhängig von diesem dem Peschka-Koutn ysc-hrir Werkt' ausgearbeitet. 
Man wird daher nirgends eine tipur von Ähnlichkeit herausfinden,*^ so fehlt 
dafttr die Angabe dtat Toa ihm bei der AosiilMitung wirlttflli benrntiin Werlce. 



Dies durfte rar OharaWeririenmg der Art, In der das Buch Terfkbt 

ist, genügen. 



U. Alldoyer. 11090 db sur la thöorie des formes et la göometrio 
aauäpiqpM msfiMmtn, A l'wage des Mfianta des Veeultjs des 
fideneea. Tome I. (VI, 608. Paris . 1900, GanUuer-YillarB. 

Dieses beachtenswerte Buch behandelt T OraugSwe ise diejenigen Sätze 
und Methoden dtr Formen -Thoorio, welche der projektiven Genmetne der 
algebraischen Gebilde zu Ciruude liegen. Dabei wird jedoch das Hauptgewicht 
wä die analytiselimi Besnltate selbst, nicht auf ihx« geometrisdie Inter- 
pretation gelegt; die letztere wild immer nur beil&ufig berührt. Dieser 
eigentümliche Standpunkt hat seine Vorteile und seine Nachteile. Ein 
Vorteil ist es offenbar, dafs mau von jedem so gewonnenen Resultat mit 
glociher Leichtigkeit m jeder getmietriadien Literpretetion desselben übergehen 
kann; eitt Nachteil, dafs man mit Sfttien und Begriffen in abstracto operier^ 
denen nur oder hauptsächlich durch ihren konkreten geometrischen Ursprong 
Interesse und Bedeutung zukonunt 

Im Gegensata wo. anderen Autoren, welche die gecnustrisohe Tenninologic 
auch da noch beibehalten, wo eine geometrische Interpretation fehlt, z. B. 
in höheren Bännien, hält es Andoj^er flir /weckmUfsig, eine neue Termino- 
logie einzuführen. So spricht er von Elementen erster und zweiter Art 
statt von Punkten und Geraden einer Ebene oder Ebenen und Geraden eines 
Punktes, von Serien statt Ton Eonren oder Kegeln; dagegen werden inkon* 
sequenterweise die Bezeichnungen Distanz, Winkel, Fläche beilielialten. 

Dafs der Verfasser auf ausführliche Litteraturaugaben absichtlich — 
mit Rücksicht auf deu didaktischen Zweck des Buches — verzichtet hat, 
sdieint ndr nicht sn billigen: im Gegentdl ist grade ein sosammenfiMsendes 
Lehrbuch wie das vorliegende, das den Zweck hat, in ein bestimmtes, nicht 
elementares Gebiet einzuführen, zugleich der geeignetste Ort, die Original- 
Arbeiten anzugeben und auf deren Studium nachdrücklich hinzuweisen.^) 

Der uns raiükihst vorliegende erste Baml behandelt das binlro nnd 
das temäre Gebiet: die Geometrie in einer und in zwei Dimensionen. 

Die eiiidiiiiensionale Geometrie wird in den meisten Lehrbüchern der 
analytischen Geometrie zu Unrecht vemachlttssigt; SO wichtige und grund- 
legende Begriili wie ^ des DoppelveriiiltDiises und der Distans finden 
in ihr die natugenATseste BtoUe der Behandlang. 

1) Einen Ersatz in dieser Beziehung bietet Franz Meyers Bericht über die 
Fortachritte der projektiven Invariantentheoric, Jahre,sl)er. d. deuLsch. Matli.-V'er. 1, 
Berlin 1898 {bz. Ausg. v. U. f ehr, Paris 1897; itaL Ausg. v. Q. Vivanti 1900). 
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Andoyer stellt rieh gleich anf den allgemeinsten Siaadpnnkfc: er 
betradltet Systeme von Fonnea fon beliebig viden Variabelnpaaren erster 

und zweiter Art. Dafs Andoyer schon hier, im binären Gebiet, Elemente 
beider Arten einführt, hat seine Berechtigung in der dadurch Tervollkommncten 
Analogie snm teratran und qnainnilrai Gebiet; und Analogiebildung ist 
grade bei formalen Theorien ein wichtiges heuristisches Hilfsmittel. 

Nachdem die fundainontalon Begriffe: „Koordinaten, Fundament ul- 
elemente, üewichf ^ erklärt sind, folgt der Fondamentalsatz der symmetrischen 
Funktionen nnd die Definition der Polaren als EntwieUnngskoeffizienten von 
Taylorsohen Reihen. Die Polaren werden zur Darstellung der Kot'f&zienten 
der transformierten Formen benutzt, die aus den ursprilnpliihen durch 
lineare Transformation der Variableu entstehen. Hierbei bczcichntt Andoyer 
als „transponierte" Substitution diejenige, deren Reziproke man sonst — 
naoh dem Yoj^mnge Ton Qanfs^) — so beseidinet Ntuunelir folgen 
Definition und Existenzbeweis der absoluten Invarianten; die Anzahl der 
unter sich unabhängigen ist kicinfr als die Kof'ffizientenanzahl der Formen, 
und zwai- um den „Bang'^'j einer gewissen Matrix. Die Zerlegung der 
Bnbstitationen in infinitesimale liefert sofort die DüEsrential^ridrangMi der ali- 
soluten und demnächst diejenigen der relativen Invarianten. Der Hilbertsche 
Satz von der Existenz endlichpr Fnndamentalsysteme für ganze Invarianten 
vrird unbewiesen mitgeteilt. Einige Verallgemeinerungeu des Invariauten- 
begrüb (Kombinanten, Inivriant-Systeme^ multiple ütrarianten) besehHeben 
das erste Kapitel 

Das folgende bringt die Botruchtungou der invariantenbildendon Prozesse 
(Polaren, Überschiebungen) und insbesondere dei^jenigeu Invarianten, deren 
Veisoliirinden die Bedingung für das Bestdien einer gegebenen AnzaU 
linearer Belationen zwischen gegebenen Formen ausdrückt; diese erweisen 
sioih spater für die Bildung der Resultanten und Diskriminanten als nützlich. 

Da binäre Formen eines Variabeinpaares in Linearfaktoren zerfallen, 
ist die Betrachtimg der Invarianten von Systemen linearer Formen von 
grundlegender Bedentang. IMessr Betndltang ist dsa dritte Kapitel ge> 
widmet. Die Rolle, die dem Doppelverhilltnis als — im Orunde — einziger 
absoluteji Invariante zukommt, wird gebührend hervorgehüben. Durcli Zu- 
sammenfallen ii'gend zweier der sechs Werte desselben entstehen die drei 
IFUle der Hannonie, Äquianliarmonie, ffingnlarittt, entsprechend dem Ver- 
schwinden der respektiven Invarianten (73,g<i,D; deren Relation 27 D'+5'| = 4^ 
vielfach wiederkehrt und namentlich bei den knbisdien und biqoadxatischen 
Formen von Wichtigkeit ist. 

In den folgmden Kapiteln werto fltar die Mlineare Tom von vier 
Yariabeln und fSr ein System quadratischer Formen vollständige Systeme 
angestellt. Bei den letzteren braucht man keine andern Invarianten ein- 
zuführen, als solche, die von höchstens dreien der quadratischen Formen 
aUdngen und keine andern Relationen zwiseben den IbTarianten, eis solche 
die YOn höchstens vieren der Fonnen abhängen. 

Die nilchsten .\bschnitte sind den kanonischen Formen und der Auf- 
stellung Toller Systeme fLür die kubische, biqoadratische, quintische, lineo- 



i) Disqoiritionee aritfametieae art 968 IV — Werke I EL 804. 

S) DteMm allgemein eiagefllliiton Ansdmek gebraneht Andoyer nidit. 
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quadratische, qiiadnfto-quadratischo Form gewidmet. Bei zwei Formen mit 
zwei Variabeinpaaren wird der Beznutsche Satz über die An/ahl d^r fremein- 
samen Elemente, ferner die symmetrischen Funktionen derselben, bei drei 
Bdldien Fora«n die Beralteate besonden bebaadelt 

Mit der allgemeinen (d. i. elliptischen und hyperbolischen) und der speziellen 
(ßL i. par!il>olis<'hf'n) Metrik im liinän-n Gebiet wird das erste Buch geschlossen. 

Das zweite Bach: temäre Geometrie, nimmt xonttohat deneelben Gang. 
Kadi EriMening der iuTBiiuitenliildendeD Proteaee imd AUeitmig der 
Diftareiitiatlgleidiiingem der Invarianten wird znr Aufstellung eines ToUstibidigen 
F5ystems von Invari:int€n filr ein F'yf^tpm linearer Formen, oder, was dasselbe 
ist, für ein System von Variabelu erster (x^, Xj, ar,; */p y„ y,; • • •) und 
zweiter Art l^; • • •) geschritten. Das vollständige System besteht 

aoB iDTariADten der chräi Arten: 



Zwiadien denaelben bestehen aber Relationen; s. B. 

{xii>){xyu) 
{xgt){xgu) 



(txt)(gxu){gzv) 

(xyt)(xifu){xjfv) 



Hierzu ist zu bemerken, dafs Pascal') diese Relationeu zwischen den 
Determinanten eonor Matrix alle anf den sweiten Qrad reduziert hat, s. B. 
eigiebt die obige durch Entwiddnng nadi der dritten Edonnet 

Des weiteren sind besonders benronnheben zwei Bildungen der Resultante 

dreier temürer Formen: in der ersten, die der Gay ley sehen für binftre 
Formen analoji,' ist, erscheint die Resultante als Determinante: in rlor /weitf^n 
als I>etermiuautenquotient, oder bei Ausdehnung auf Fuuküouen vuu mehr 
Variablen als Produkt von Determinantoiquotiaiten. ffieibei ergiebt sidi 
auch die von Roberts^) an^Mgebene YerallgemeBnerung des B^aoutschen 
Satzes über den CJrad der Resultante. 

Es folgt die Untersuchung der Singularitäten einer Serie (Kurve) ins- 
besondere £e Aufttellung der Plflekerschen Formeln. Aus den Plfickerschen 
Form^, die zwischen Ordnung (p), Klasse (»), den Anzahlen der Doppel- 
und Rürkkehrpunkte {<!. r), di-r Doppel- und Wendetangenten (d, ^) besteheUf 
folgen bekanntlich noch die Relationen: 

3|> — r *= 3jt — p, 



(p_l)(p-g) 
8 



-rf-r- "-»)('-" -d-,. 



1) Pascal, Memorie dei Lincei (4) V 8. 374 (1888) = I Determinanti (1897) 
8. 14», 157. 

8) J. ffix Math. Hl (1867), S66. Yahlen ebenda IIS (1898), 848. 
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deren erste die Differenz der beiden aodflrn ist Es isb niihelii^fead, aber 
WliMiis Uaher mobt gMohebm, nadx oAm Belationen too der Focm: 



9(J»» * - 9>(«, d, i\ 

oder also nach einem FundamentalsTstem solcher Relationen zu fragen. Ein 
Bolobes eriiAlt man, wenn man zu zweien Ton jenen drei Betotionea die 
fidgende, erndiüich toh jenen nnabbingige: 

j>» — p* - j)(2<i + 3r) - 3*» - - »(2d + 8^) 

hlSSUDIBOQSSft» 

Die in den folgenden Ka|iiMn enilialtene Tbecme der Ibnreloppen, die 

Behandlung der Hesseschen, Steinerschen, Cayleyschen Kurve, der bili- 
ncarcn und der quadratischen Formen, Büschel und Netze, der txilinearen 
und der kubischen Form bieten manches Beachtenswerte; namentlich sei aut 
die flonfiMshe und elegante HerBtettnng der BohliefiningBinTariuiben sweier 
temären quadratischen Formen, aowie Mtf die üntemudumg der Inflenons- 
elemente der kubischen Kurve hingewiesen. 

Bei der Kurve vierten Grades wird besonders die Konfiguration der 
38 Doi^eliangenten und die damit znsanimenhfagende Erzeugung der Eurre 
als Enveloppe von Kegelschnittsystemen vmtersuchi. 

Von der „allgemeinen" metrisrlion Geometrie verdient die Behandlung 
der orientierten Kreise Beachtung, ferner des verallgemeinerten ApoUonischen 
nnd des Malfattiielien Tditiontpraldenii, dea Ptolemiiiiäen und des 
Fenerbachschen Satzes. 

Bei der Darstellung der Bewegungen als Transformationen hätte wohl 
die Darstellung der Bewegung in der (elliptischen, parabolischen, hype]> 
bolischen) Ebene durch die Transformationen 

dir sich wie die ..Qnateniionen" (« + (fj) -f- (f + >0 komponieren, 

Erwühuung verdient. Diese Darstellung ist um so wichtiger als sie eni- 
qpreohend in mehr Dimentionen giü So wird die Bewegung im dreidimen- 
aionalen (elL, pnti, Ijp.) Baun dmeh 

r I .„ I ;,i| («+»^+jy+Ü^(a?+<y+i*)+(a+<6+JC-f*id) / J-ll \ 

\«)aretp-i,0,+l/ 

dargestellt, wenn die<;er Ausdruck wirklidi «inen Vektor daratellt Hiena 
ist notwendig und hinreichend, dafs 

tt + *P+j y4- «i * (« + >^+j y 4- ü ^) (a + « h +je — v4) 
a — ib—jc^ijA^ o» -j- 6» -f- c» + 

ein Vektor, also — arf -}- |3c — yd + do — 0 iat, wodurch die Anzahl der 
unabhängigen Parametorverhllltnisse von sieben auf sechs reduziert wird. 
Jene Transformationen komponieren sirh wie die „Biquatemionen": 

(^« -h »/3 + iy + vd) + (a + »6 + ic + vdj* («—»*, 
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In der „speziellen" fparaboliwdMn) metriBdien Geometrie wird der 
neuauftrotende Begriff „Fliichi«", dem sonst ppwiss« prinzipielle Schwierig- 
keiten entgegenstehen, durch einen Grenzübergang von der „allgemeinen** 
Geometrie her gewonnen. Ifit der EinflUunug und einigen Anwendongen 
der Kreiskoürdiiiaten wird dar Bohlufs gemAehtb 

Die Darstellung ist im ^'anzon klar, knapp und einfarli. Durch Hervor- 
hebong der Hauptresultate wäre eine gröüsere Übersichtlichkeit zu erreichen 
geiraen. 

Königsbecg i Fr. K. Th. Vahudi. 

Berlraiid A^W. Bnssell. Basal war Im fbndemeiita de 1» gdomdlito. 

Traduction {»ar A. Cadptiat, revuo et annot^e par l'auteur et par Ifc 
Couturat. Paris, Cauthier-Villars. 1901. 8«. X und 274 S. 

Seit dem 17. Jahrhundert haben die englischen Mathematiker eine 
Stellung für sich eingenommen und neue Gedanken, die auf dem Kontinente 
entstanden waren, entweder ganz abgelebnt oder doch nur nach langem 
Zögern sich zn eigen gemacht. Da.s ist sofort einleuchtend für die Analysia, 
es ist aber nicht minder riclitig f\\r die (icumetrie, für die in England bis 
Tor kurzem Euklids 2^xoiiiiu das ausückliefüliche Elcmcnt&r- Lehrbuch gewesen 
rind. Von diesem Gesichtspunkte ans wird es veratlndlidi, dab sogar ein 
Cajlcy im Jahre 1865 Lnbatschefskijs imaginire Geometrie mit einem 
kühU-n: / ilo >i'i( uiulrrshtnii Otis bei Seite geschoben bat und sein Leben 
laug ein orthodoxer Euklidiker geblieben ist Erst während der letzten Jahre 
scheinen die seit mehr ab einem Jahihnndert auf dem Kontinente mit stei- 
gendem Eifer und Erfolge betriebenen Untersuchungen über die Grundlagen 
der Geometrie in England VerstUndnis imd Würdigung gefunden zu haben. 
Ein bemerkenswertes Symptom hierfür ist das im Jahre 1897 erschienene 
Werk von Herrn Busseil: Essay on Ute foumiaUons of geometry, in dem 
dieser den Yeraaeh mttamoiBmeii hat, eine «nsammwifiMsande, historiseh- 
kritiscbe Darstellung der Untersuehnngen zu geben, die seit Kants Auf- 
treten Mathematiker und Philosophen über das Kaumproblem angestdlt haben. 
Obgleich der Versuch, nach der Überzeugung des Bef., in wesentlichen 
Punkten miMnngwi ist, so hedeotet er doch ohne Zw^l fltar England einfln 
erfreulichen Fortschritt und erweckt die Hoffnung auf weitere Fortschritte. 

Die französische Ausgabe, die Herr ( -ade na t mit Sorgfalt und Geschick 
bearbeitet hat, ist bis auf einige kleine Verbesserungen mit dem Originale 
identisoh; ee rind also die nhlraiohen nnd wichtigen yerifffantlichnngen Ober 
das Raumproblem, die von 1897 bis Mai 1901 (Datum der Vorrede) er^ 
schienen sind, nicht berücksichtigt worden, wahrscheinlich weil sie Hemi 
Bassel! unbekannt geblieben sind. Wenn es sich jedoch darum handelt, sein 
Werk als wissensohaMiehe Leistung ra heorteilen, so kaim UidBsnntnia der 
Literatur keinen Entschuldigungsgrund bilden; yielmehr mnUl siflh der Bef. 
dabei auf den Standpunkt stellen, den die Forschung gegenwärtig en-eicht bat. 

Die Anordnung des Stoffes, die Herr Russell gewählt hat, ist einüftch 
und BweokmSJfing. Nachdem er seine AulÜEMSung des Baumproblems dar- 
gelegt hat, hei der die erkenntniatheoretiseh-metaphysische Seite in den 
Vorderp^nmd tritt (S. 1 bis 9), giebt er zunächst eine Geschichte der Meta- 
geometrie (iiap. 1, S. 9 bis 68), in der über die Arbeiten der Mathematiker 
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berichtet wird, und läfst durapf eino kritische Darstellung der pliiloaophischon 
Forschungen über das Raumproblfin folgen, dio Kant, Riemann, Helra- 
holtz, Erdmann, Lotze und Delbaeof angestallt haben (Kap. II, S. 69 
Ins 149). AMann begrfiadet er Bein» «ig«ne Themi«, nach dar die Axiome 
der projektiven Geometrie rein a priori sein sollen, während die Axiome 
der metrischon fifonietrie ein empirisrhes Element tnithtilton i Kap. III, S. 150 
bü 224). Den SchloiB bilden „philosophische Komwciuenzen'* (Kap. IV, S. 
8S4 bis S54). 

Da£5 der Verfasser in dem ersten Kapitel mit einem Berichte fiber die 

mrithoniatischon üntorsuchungen beginnt, welche die Grundlagen der Geo- 
metrie zum Gegenstande haben, das wird ein jeder billigen, der zur philo- 
sophischen Betrachtung einer Theorie nur diejenigen für berechtigt und 
beflbigt hUt, die genaue l^ntais davon beiritnn, eine Memnnif, gegen 
die freilich spricht, dafs nicht wenige Philosophen ein entscheidendes Urteil 
über Dinge fallen, von denen sie nur höchst oberflächliche, ja falsche Vor- 
stellungen haben. Jedenfalls wird der Mathematiker von Fach geneigt 
flflon, den Wert der philosophieehen ErOrterangen, die in dem Kainteln n 
bis rV folgen, in erster Linie danach zu bemessen, ob der Autor die 
mathematischen Untersuchungen über das Baumproblem sorgfaltig studiert 
und richtig aufgefafst habe; femer wird er wünschen, dafs jener die Original- 
sobriften selbet gelesen and niebt ans aeknndlren Quellen geschöpft babe. 

Wie stellt es in dieser Beziehung mit dem vorliegenden Werke? Als 
Gnmdlage für seine rjesfbirbtf der Metageometrie haben dem Verfasser die 
Vorlesungen über nidtlcukitdisdic Geometrie gedient, die Herr Felix Klein im 
Jabre 1889/M> in GMIingen gehalten nnd 1899 in Form antographierter 
Hefte veröffentlicht hat (2. unveränderte Auflage 1893). Seit dem Jabre 
1890 hat jedoch die lietreffende Literatur eine so beträchtliche Vermehrung 
erfahren, dais Herr Klein schon im Jahre 1894 ausdrücklich erklärt 
hat, seine Vorlesungen seien „nach verschiedenen Bichtangen in der 
Zwiiicbenseit dnreb neuere Ptablüntionen fiberbolV* (Ifoth. Ann. 1894, 46, 
141). Seitdem hat die Vermehrung des Materials für eine Geschichte der 
Metapeometrie von Jahr zu Jahr zugenommen. Es erweckt daher keine 
günstige Meinung, wenn im ersten Kapitel fast ausschliefslich diu Angaben 
Ton Herra Klein wiedergegeben werden. In Folge dessen s(eM dUe Dar- 
gteUung nicht auf der Höhe, die snimld die Forschungen Über die Geschichte 
der nichteuklidisehen Gennietrir als awk die Utiter.-^nrhunffen >ihir diese selbst 
im Jahre 1897, gcsditceige detm für die franeösisdie Ausgabe im Mai 1901, 
aräM hattm. Es sei gestattet, die wichtigsten Lücken und Mlngel aof- 

Snsfthlen. 

Als Bibliographie der „niebteuklidisehen Literatur" wird allein das 
Verzeichnis erwähnt, das Herr Halsted 1878 in den beiden ersten Bänden 
des Ämeriem J^ommi verSffonfUi&t bat Ißt Bedauern vennUM man Henrn 

Bonolas ausgezeichnete BUüografia Mi fondamenti deUa geometria no»- 

eudidea, die seit 1H99 in dem von Herrn Loria herausgegebenen Bolletiino 
di bätliogra/ia e storia dellc acietize matematidie erscheint und, wie der Bef. 
mitzuteilen in der Lage ist, noch in diesem Jahie zimi Abschlüsse ge- 
langen solL 

Der Bericht über Saccheri und Lambert ist sehr mager ausgefallen. 
Bei Saccheri bedarf die Angabe, Beltrami habe zuerst auf ihn au£merk- 
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tun gemacht, der Berichtigung. Der Eudides ab omni nnevo nindicatus 
(1733) ist DiemaU ganz in Vergessenheit geraten; noch im Jahre 1824 
bat Oamerer in sefaieiB TortrafflklMii Exciinua ad M, I, S9 susfBhriidi 
und dtirchaus suc-hgomilfä über ihn berichtet. Dann aber liat nicht etwa 
Beltrami Saccberis Werk wiederentdockt, sondern ist, wie er selbst be- 
richtet, durch den Pater Manganotti daraut hingewiesen worden. 

Was über Legendre gesagt wird, ist miTollstfaidig imd ungmaii. 
Legendres Schriften, besonders die fycmens de gcom^trie^ haben im ersten 
Drittel des 19. Jahrhunderts neben Kants Kritik der reinen Vrrnuvfl wühl 
am meisten dazu beigetragen, dafs das Haumproblem eingehender untersucht 
wurde; besonders deutlich tritt der Einflufs Legendres bei Lobatschefskij 
bervor (Einleitung der NmtH Aitfangagründe vom Jsbre 1835). Hervor» 
zuheben, dafs Legendre eine ausführlichere Behandlung verdient hätte, hillt 
der Ref um so mAw fiir seine Pflicht, als bei seinem in Gemeinschaft mit 
F. Engel hurausgegebenen Werke: Uie Theorie dar FaralldUmm von 
JSUHjfl (•» auf Om^ (Leipzig 1895) Legeadr« sn bin w^ggfäsomaai ist 

Ganz und gar flbergangen sind Schwoikart und Taurinas. Bab 
Schweikart schon zwischen 1812 und 1816 zu der Oberzeugung gelangt 
ist, das Parallelenaxiom sei unbeweisbar, und es gebe eine in sich konsequente 
Geometrie, die „Astralgeometrie^, in der die Simime der Wlokal des Draieekt 
von zwei Rechten verschieden sei (vergl. Gauls' Werke Bd- VIII, 8. 180 
bis 181 und 238), und dafs Taurinn s schon 1826 in den Geotneirine prima 
elementa die nichtenklidische (hyperbolische) Trigonometrie aufgestellt hat, 
das riod ThatHudwii, die m krimr Gesdndite der Metageomelrie fehlen 
dflrfen, schon weil die 8. 15 berührte Frage nach den Beziehungen, in 
denen die Untersuchungen Lobatschefskijs und der beiden Bolyai zu 
Gaufs' Jugendkonzeptionen stehen, dadurch jedenfalls von einer primären zu 
einer secundären herabgedrückt wird und nur noch lediglich biograpbiscbes 
Interesse behUt 

Sehr wenig befriedigend ist die Darstellung der Ideen der beiden 
Bolyai (S. 15 — 16), was nur ztun Teil dem Mangel an einer leicht zu- 
gänglichen Ausgabe ihrer Schriften zuzuschreiben ist; die neue Ausgabe des 
Tentamen, die von der Ungarisohen Akademie der "Wiweasciiaften yaraa* 
staltet wird und von der Band I im Jahre 1897 erschienen ist, während 
Band II Ende dieses Jahres zur Ausgabe gelangen soll , kennt Herr 
Russell nicht Selbst eine solche Entschuldigung fehlt aber bei den ganz 
unzureidhenden Angaben Aber Lobatsebefskij (S. 14), dessen System mit 
dem Johann Bolyai s nicht identisch ist, wie der Verfosser glanbt, sondern 
sieh von ihm in wesentlichen Punkten unterscheidet; von dem russischen 
Geometer weüs Herr Russell nur die Geometrie ima^maire vom Jahre 1837 
and die Oemärisekm üntersudhrngm mar Uteorie der Faraü^imim van 
Jahre 1840 anzufahren. Unrichtig ist die Angabe, Lobatschefisküs Werke 
seien erst durch Beltrami s Sagffio di tntnpretazione delhi geometria Tton- 
eucMdea vom Jahre 1868 in weiteren Kreisen bekannt geworden; denn für 
ihre Würdigung ist das Erscheinen des Briefnrechsels Ganfs-Scbnmacher 
(Bd. 5, 1863) und das Eintreten Baltaers und Hoflels (1866) die ent- 
scheidende Wendung gewesen Xüher darauf einzugehen ist überflüssig, 
da alles, wäs man darüber sa^^en kann, bereits in der vortrefflichen Bio- 
graphie Lul>aiächcfsldjs von Engel gesagt ist, dessen schönes Buch: 
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N. I. Lobatschefskij. Zwd geomettisclie Abhandlungen, aus dem Russiseiken iibcr- 
sctzf. mit Änmerhtngen und nner Biograpfne des T rrfa.'tsers, Leipzig, 1 . Teil 
1890. 2. Teil 1899 Herr Kussell nicht benutzt hat, während uns doch 
mt dutdi die deotBohe Übenetrang der nunsch gescliiiebeneii Hiaiiptweik» 
Lobatschefskijs das Verständnis für das erschloMen woiden ist, was dieier 
eigentlich gemeint und gewollt hat. Es ist das um 80 mehr au bedauern, 
als Lobatschefskij auf Grund dieser Schriften auch im zweiten Kapitel 
neben Biemann und Heimholte einen Plata verdient lültte. 

Hiebt einveittuden ist der Bef. mit der 8. 12 aoageiprocheneai Be- 
hauptung, erst durch die Heranziehung der projektiven rieometrie sei 
wirklich bewiesen worden, dafs die niehteuklidischen Systeme auf keinen 
Widerspruch tühreu kouneu, iadem nämlich jeder Widerspruch in ihnen zu 
einem Widerspnioh in dar EuklidiHtfaen Geometrie selbst ftthren mOftte 
(deren Widersprucbslosigkeit freiHdl Herr Russoll, wie fast alle anderen 
Autoren, stillschweigend als Axiom voraussetzt). Der Ref. ist vielmehr der 
Überzeugung, dais bereits durch Lobatschefskij und J. Bolyui tiir die 
JEbme die Widenpraehdosigkeit der hyperboliBohen Geometrie nachgewiesen 
worden sei. Für den JRuum verhält es sich allerdings anders. Das hat 
schon J. Bolyai seihst erkannt; üVmt einen Versuch voti ihm, auch für den 
Baum die Widersprucbslosigkeit der absoluten Geometrie nachzuweisen, hat 
dar Bat tnf Grand dei HnbUiMni in ainer der üngukdMB *lr«ii*wi<* der 
Wiwwiachnften Tor knrtem vorgalegfean Abhandlung ausftbrHebe Mittailnngan 
gamacht. 

Für unbegründet hält der Kef. ferner die Bedenken des Verfassers 
gegen die Widersprucbslosigkeit der elliptischen Geometrie (S. 51), die ja 
mit dar Gatunatria das StniUenbllndals idantiaeh ist. 

Bis jetzt handelte es sich ausschliefslich um Arbeiten kontinentaler 
Mathematiker. Aber auch in der englischen Literatur fehlt es nicht an 
Lücken, z. B. wird Clifford mit kemem Worte erwähnt. Auch die An- 
gaben ftbar Caylejs Ifafiibastimmni^ lassen in mdn&obar Hinginht sn 
wünschen übrig. Zu dem Sixih Memoir upon Qitantks vom Jthra 1869 ba- 
merkt Herr Russell: „Cuyley beweist, dafs die Geometrie von zwei Dimen- 
sionen, wenn das Absolute ein imaginärer Kegelschnitt ist, die sphärische 
Gaoraetria ist, aber er hat nieht die Übereinstimmmig mit dar Geomatria 
▼an Lobatschefskij für den Fall bewiesen, wo das Absolute redl ist; in 
der That zeigt er nirgends, dafs er Kenntnis von den niehteuklidischen 
Systemen besitzt". Die letzte Bemerkung leidet an einer gewissen Un- 
bastimmtheit, dia ddt beseitigen IftM. Eine von Hnm Bnssall flbarHehene 
Note Cayleys, die 1865 im Phil. Mag. erschienen ist (On Lobatschefskijs 
imaginary Geometry, wiederabgednickt Collected papers, Vol. V, S. 471 
bis 472) zeigt, dals Cayley erst damals, im Jahre 1865, Kenntnis von Lo- 
batschefskijs Abhandlung aus dem Jahre 1837 erhalten hat, ohne dafs 
ar jadodi den Zusanunanbang dar imaginttra Gaomatria mit seinar Ibüb- 
bestimmung auf Gnmd eines reellen Kegelschnittes erkannt hätte. Vielmehr 
bemerkt er zu den Formeln der mchtenklidLschen Trigonometrie, die Lo- 
batschefskij allerdings uui* mit einem: j'ai prouve adleurs begründet 
hatte: „leb varsteha du nidit; es wflrda jadoeh sahr intarassant asnif eina 
reaJle gaometrische Interpretation des zuletzt angaführten Systems von Glai- 
dinngen in .finden*'. Um so höher wird man dia Leistung Ton Hemi 
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Klpin zu schätzen hab^n, der, nachdem Herr Fiedler in der zweiten Auf- 
lage seiner Bearbeitung der Analyiischn} (Tvomdric der Kegelschnitte von 
Salmon (Leipzig 1866) über Cajleys Auffassung der metrischea Gnmd- 
begriffis beriobtet hatte, im Jahre 1871 den Zniammeiibaiig iwiedMD 
Caylejs Marsbestiiiuniuig und der nichtenklidiscben Geometrie erkannt 
und eingehend dargelegt hat (Über die soprmnntr nichieuklidisdte Geometrie, 
Math. Anm. 4 (1871), 573-625. 5 (1Ö73), 112—145. 7 (1Ö74), 
581— 6S7> 

Wae im Anschlüsse an Oayleys Mafsbestimmimg, S. 55 — 59, über 
die imaginiir'Mi Gröfsen gesagt wird, könnte im IB. .TahrhuniltTt ge- 
schrieben üum. Zum Öchluls meint der Verfasser: JBin Metaphjäiker, der 
eine so ebsnrcle Sadie wie die nnendHobfaven imaginären Kreispnnkte 
erfände, würde mit Schimpf und Schande davongejagt werden. Aber die 
Mathematiker dürfen sich ungestraft alles erlauben". An einer anderen 
Stelle (S. 126) sagt Herr ßussell: „Der Angrifi', den Lotse gegen die 
Hetageometiie geriditet bat, euthlH verBobiedene YeiUhrllidten, & einer 
ungenügenden mathematischen Kenntnis des Gegenstandes zuzusehreibeii 
sind." Mit ihm «e'lbst ist es bei den iinaginilren Gröfsen nicht besser be- 
stellt! Ebenso wenig weil's er von den modernen Untersuchungen über die 
Grundlagen der Arithmetik; man findet bei ihm weder das Ajuom des 
Arobimedet aoefa dea Poetalat O. Oantors (Ifatb. Ann. S (1872X 188) 
erwähnt, Dinge, die doch fOr einen jeden unumgänglich nötig sind, der 
geg^-iiwiu-tig von dem Baume als Zahlenmannigfaltigkeit im Sinne Bie- 
mau US sprechen will. 

Uneridbücb ist dem Seil, daTe Herr Russell, der die antQgiapbierten 
Vorlesungen Ton Herrn KUin so eifrig studiert and so fleiJing benutst bat, 
nicht auf dessen sonstige neuere Forsfhungen eingegangen ist; nur die 
schon erwähnten älteren Veröfl'eutlichungen werden gelegentlich erwähnt 
Es bandelt sieb einmal um die Abbaadlnng: Zur mMieMiäiaehm Geometrie 
(Math. Ann. 37 (1890), '>U—r>72) und dann nm das GutacJitcn betr. dm 
drittfii Band dir Tltinri* dir Trunsfortmlionsffrttppen von Sophiis Lie an- 
läjdidt der erden Vetieilung des Lobatschefakij - Preises vom Oct. 18i>7 
(Ifatb. Ann. 60 (1898), 583 — 600). Die in der ersten Abbandlung ent- 
wiiAelte Ansobanung, dafo die Axiome der Geometrie dem Prozesse der 
„Idealisierung" ihren Ursprung verdanken, die übrigens bereits in einer Ab- 
handlung vom Jahre 1873 (Math. Ann. 2^, 249—259, von üerm Klein 
angedeutet war, hfttte im sweiten Kapitel der FoundcUions berflcksichtigt 
werden mfissen.^) Die Lektflre des QuUtditms aber würde Henrn Bassel! 
zu einer Revision seiner Auffassung der Untersuchungen Lies veranlafst 
haben, einer Auffassung, die der Kof geradezu tils einen für das ganze 
Werk verhängnisvollen Irrtum bezeichnen möchte. Ehe jedoch hierauf 
nBber eingegangen wird, mOge noeb bemerkt werden, daft aiieb die 
neueren Untorsuchimgen anderer deutscher Mathematiker von Herrn Bnssell 
nicht beachtet worden sind; ich nenne etwa Hilbert (Grundlagen der 

1) Im Sommer 1901 hat Herr Klein seine Anschauungen über diese Dinge 
ausführlich entwickelt in einer Vorlenung über Anwendung der Differential' wnd 
Jntegratrt'chnung auf Geometrif, eine Hei^sion der Prinzipien, die soeben in antO" 
gtaphierter Ausarbeitung enchieuen ist (Zusats Mai 1902). 
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Geom«trie, 1899), KilliBg(SfifllliritiigiadieQraiidIagenderGM^ Bd. 1, 
1898, Bd. 2, 1898), Pasch (Vorlesungen über neuere Geometrie, 1882\ 

Den Schlufs des Kapitels bildet ein Bericht über die Ai-beitcn von 
Sophus Lie (S. 6ü — 64). Es mag hingehen, dals die Definition einer 
koutmuiarliehen Orappe toh TVanafonnatioiien, wie sie 8. 60 — 61 gegeben 
wird, nicht ausreicht, und dafs die Auseinandersetzungen Aber mehrgliedrige 
Grappen (S. 6l) sehr unklar sind. Entschiedener Widerspruch mufs jedoch 
whoben werden, wenn Herr Bussell behauptet, „die Methode von Lie", d. h. 
Mine Lfisung des fijemawi-J^clmkoltodka» IVoMmm, „enehöpfe den Gegen- 
stand vollständig." Der dritte Band der Theorie der Transformationsffruppen 
(Leipzig 1893) zeigt aufs deutlichste, dafs Lie selbst weit davon entfernt 
gewesen ist, zu wähnen, durch seine Forschungen sei das Kanmproblem, 
soweit ee uMthematbeher Natior ist, ToOsliodig erledigt worden. „Welchen 
Nutzen", fragt er am Schlüsse des betreffenden Abschnittes (8. 536 — 537), 
„hat nun aber die Geometrif von einer Erledigung des Kiema nn fachen Pro- 
blems? — — — Riemanu beschränkt sich ja auf die Behandlung einer 
Zahlenmannig&lügkeit und versucht solche Axiome au£&ustellen, die zur 
Begvflndiuig der Ckcmeferie dieser ZahlwimaTittigflütigkeit anareiclien. Hier- 
aus ergiebt sich, dafs man zur Erledigung des Problems über die Grund- 
lagen der Geometrie folgenden Weg einschlagen kann: Es sei Z das Axiom, 
das aussagt, dafs der dreidimensionale Uaum eine Zablenmannigfultigkeit 
ist. Femer seien Ä die Axiome, die bei yoranasetsnng. dee AxkUB Z noeh 
notwendig und hinreichend sind, um die Geometrie des dreidimensionalen 
Üaumes zu begründen. Ein derartiges Sjstom A von Axiomen, das nichts 
Überflüssiges enthält, haben wir in Kapitel 13 aufgestellt Da Z und A 
nuanunengenommen keine UbeiMsBigen Beetandieile enthalten, werden die 
Axiome A, für sich genommen, licheir keine entbehrlichen B« .standtcilti ent- 
halten. Man mufs daher versuchen, unter Beibehaltung der Axiome A 
solche weiteren möglichst einfachen Axiome hinzuzufügen, dals diese zusammen 
mit den Aiiomen Ä tarn Anlhan der Getmietrie genügen.** Lie sagt dann 
noch einige Worte üher den Weg« den mftn einschlagen könnte, um zu den 
hinzuzufügenden Axiomen zu gelangen, ohne jedoch auf diese seiner innersten 
Meinung nach undankbare Aufgabe näher einzugehen (vergl. auch die Äulse- 
rangen 8. 893—898). 

WShnnd man früher die Annahme, der Baam sei eine dreifheh aus- 
gedehnte stetige ZahlenmannigfaJtigkcit, als selbstverständliche Folge der 
Stetipkeitsvorhiiltnisse des Raumes und der in ihm liegenden Kurven und 
Flüchen angesehen hatte, hat sich im Laufe der Zeit, wie Herr Klein in 
dem sdion erwfthnten Oi$tadktm mit Naehdmek herrotgehoben hat, mehr und 
mehr herausgestellt, dafs in den allgemeinen Begriffen von Kurven und 
Flüchen unüberwindliche. Schwierigkeiten verborgen liegen, und dafs jene 
Voraussetzung über den Baum nur dann zulässig ist, wenn man bereits 
die Etemmtairgeomeirie entwiekelt hat ffierane aber folgt, „dalli alle Unter* 
euehnngen, welche mit dem Begriff Zahlenmannigfaltigkeit beginnen'*, und 
dazu gehören auch die Untersuchungen von Sophus Lie, „wenn man sie 
direkt als Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie interpretiren 
wollte, mnen Zirkd enilialten würden. Wir kBnnen de nnr als ffiÜnnittel 
. für solche Untersuchungen gelten iMseat; sie ebenen sosuflBgai den Weg, 
auf welchem die rein geometrischen üntersuehoBgMi vonn^ehen haben." 

AtobiT der M«ttiwi»tik «ad Flgriik. ULBaili«. IV. 10 
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Bl Bcheint bis jetzt nicht bemerkt worden zu sein, dafs bereits im 
Jahre 1835 Lobatschefskij ähnlichen Gedanken Ausdruck gegeben hat. 
In der Einleitung seiner grolsen Abhandlung iVeue Anfangsgründe der 
Geomeirie sagt er: „6ewOlm]ieh tM^nnt man die Geometrie, indem man 
den Körpern drei Ausdehnungen beOegt, den Fliehen iwei, den Kurven 
eine, während man beim Punkte gar keine zuläfst Indem man die drei 
Ausdehnungen Länge , Breite und Höhe nennt und unter diesen Be- 
nennungen eigentlich die drei Koordinaten versteht, beeilt man sich auf 
diese Weise verfirtthte Begriff» dnreh W<nrle mitmteilen, denen die geipn»» 
ebene Sprache bereits einen gewissen, für die strenge Wissenschaft freilich 
rorli nnhestimmteu Sinn beilegt. In der That, ist es möglich, Rieh die Aus- 
messung der Länge nach klar vorzustellen, wenn wir noch nicht wissen, was 
tan» gvrade Linie ist? Wie kann mtn von Brtatb nnd HlHie reden, ohne 
vorher etwas über Lote, flW die Ebene imd darüber gesagt zu haben, wie 
sich die Lote in einer und in Tenchiedenen Ebenen verhalten ?" u. s. w. 

Kehren wir jedoch zu Herrn Bas seil zurück. Wenn er seinen philo- 
sopbtsehan Untersvehnngen des System der Axiome Ä von Lie in Qrande 
legt, dM er als der Weisheit höchsten Schlufs betmditet, so mufs sein Ver^ 
fahren vom Standpunkte des Mathematikers aus beanstandet werden, 
^'immt man hinzu, da£B die mathematische Grundlegung auch sonst zu 
wllnschen übrig Iftbt, so enistsM der Zmiftl, ob es sMi emfAslilt, anf 
die pbUoeopbiscben E[apitd des Werkes niher einzugeben, ein Zweiftl, 
der sich in Gewifsbeit verwandelt, wenn man einige Erwägungen prin- 
zipieller Natur anstellt, die an dieser Steile freilich nur angedeutet wwden 
können. 

Ißt Beeht bsfe Herr Bnssell an die Spilso des tweilen Kapitell Kant 

gestellt, dessen Prolegmnetm (1783) die erste Periode in der Geschichte des 
Raumproblems eröftuen, die man als erkenntnistheoretische Behandlung 
wesentlich in metaphysischeui Interesse charakterisieren kann. Durch Kants 
transzendentalen Idealismus ist die Aufinerksamkeit der Mathematiker am 
die Grundlagen der Geometrie gekokt worden. Während die darauf ge- 
richteten Bestrebungen zunächst wenig Beachtung erfuhren oder gar ver- 
spottet wurden, vielleicht gerade wegen ihres Zusammenhanges mit in Müs- 
kredit geratenen philosophisdien Spekulationen, hat seit den seebsiger Jahren 
des neuu/chiiteii Jahrhunderts die mathematische Seite des Eaimiproblcms 
immer mehr Teilnahme gefunden und ist von den Mathematikern auf das 
eingehendste durchforscht worden. Die erfcenntnistheoretisch-metaphysischen 
Pinbleme sind dabss in den Hinteigrand getreten. Gegen Fragen wie die, ob 
die Axiome der Geometrie apriorisch oder empirisch seien, werden sich, wie 
der Ref. glaubt, ge^M-nwärtig viele Mathematiker von vom herein ablehnend 
verhalten; ehe man einu solche Frage stelle, werden sie sagen, müsse erst 
festgestellt werden, was es mit den Begriffen: Axiome der Geometrie, 
apriorisch, eminiisdi anf sieh habe, nnd ob ihnen in der Bedentnng oder 
in den Bedeutungen, die ihnen von den Philosophen beigelegt werden, über- 
haupt Existenzberechtigung zukomme; sonst sei zu betilrcliten, dafs bereits 
in ihrer Verwendung eine petiüo principii liege, sodafs auf dieüe Speku- 
laüonoi das Wort jenes SpMten Anwendung finde, wonach Philosophie der 
systematisdie Hiüsbtauch einer eigens zn diesem Zwecke erfundenen Termi- 
nologie sei 
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Auf der anderen Seite darf nicht fibersehen werden, dafs die mathe- 
matisohe B«handlniig das BMunpiofaiflm weder «nehOpft noch erschöpfen 

kann. Dafs sie vielmehr einer Erg&nznng fähig und bedürftig ist, zeigen 
die physiologisch-psychologischen Untersuchungen über das Raumproblem, 
die bezeichnender Weise derselbe Forscher inauguriert hat, der 
gleielneitig mit Biemann die Iftoftodkm, üe der Geometrie m Onmde 
Hegen, behandelte, idmlidi Helmliolts (FlijilDlogiMlio Optik. Die Thatsachen 
in der Wahrnehmung). 

Der Znsammenhang dieser Untersuchungen mit denen der Mathematiker 
Iftbt sieh etwa so heisMlen. IMe mathematisdie Bebandlung de« Baimi- 
problems is^ wie schon Lambert herrorgehoben hat, wesentlich eine logische. 
Den Ausgangspunkt bildet ein System von Axiomen, d. b. es wird postuliert, 
da£s zwischen den Elementen eines Sjrstenu von Dingen gewisse Beziehungen 
bestellen sollen, dafii z. B. dmeh wmk „Pnnkte" stets eine „gerade Lii^** 
bestimmt sei. Dann ist zu Migen, dab diese Axi'ym* von einander unabhängig 
sind und sich nicht widersprechen; vorausgesetzt werden dabei dir fiesetze 
der reinen Logik und aufserdem die Anwendbarkeit der rein logisch zu be- 
gründenden Arithmetik auf die betrachteten Dinge. Die Bedeutung der Dinge, 
die in den Axiomen toAommen, „Pnnktf*, „gerade Linie" u. s. w., ist bd dieser 
Untersuchung durchaus gleichgültig, und an und für sich würde eine ähnliche 
Diskussion für jedes vorgelegte System von Axiomen durchgeführt werden 
können. Damit jedoch die betrachteten Axiome Axiome der Geometrie ge- 
nannt wwden ditaiftn, mllssen rie einor w^teren Förderung genflgen, die non 
nicht mehr rein logischer Art ist und über das Gebiet der Mathematik 
hinausgreift. Herr Hilbert hat diese Forderung so formuliert: Ein System 
Ton Axiomen heilst ein System von Axiomen der Geometrie, wenn es die 
notwendigen imdlunreidieiiden, unter sieh unabhängigen Bedingungen angiebt, 
denen man ein System von Dingen untenverfen muTs, damit jeder Eigen- 
schaft dieser Dinge eine peomptrische Thatsache entspreche und umgekehrt, 
daaüt also diese Dinge, in dem Sinne von Hertz, ein Tollst&ndiges und 
ein&dies Kid der gemnetrisehen Wirldidikeit seien. Daba bedarf der ffinn 
der Worte: geomelrisdie Thaisathe, geometrisdu WnJdidtkeU einer genaueren 
Analyse, die jedoch die Matliernatik nicht geben kann, die zu liefem ^^plmpbr 
Sache der physiologisch -psychologischen Untersuchung des Kaumproblems 
sein mufis. An Untersuchungen hierüber fehlt es keineswegs. Es möge ge- 
nflgen, die Namen Hering, Lipps, Stumpf und Wnndt an nennen und 
auf die Mach- A venarius'sche Schule hinzuweisen. Alle Wissenschaft, so 
argumentiert diese etwa, auch Geometrie und Mechanik, habe ihi-en Ausgangs- 
punkt in den einheitlichen Lebensäufserungen des primitiven Menschen, und 
ent aUmlhEeh habe sidi die Absondemng in getrennte Wissensittsamnien- 
hAnge foUzogen. Hieraus entspringe die Hoffnung, dafs es gelingen könne, 
die prinzipiellen Schwierigkeiten in Geometrie und Mechanik dadurch zu 
beseitigen, dafs unter Herauslösung der überall versteckt liegenden meta- 
physischen Konstruktionen die einfachen physiologisch -psychologisch«! ür* 
qKrttnge dieser Wissenschaften wieder aufgedeckt werden. Die Durchfühiung 
dieses, wie es scheint, gesunden Grundgedankens wird freilich noch viel 
Arbeit erfordern. 

Wie schon erwUmt wurde, hat Htir Bnssell IS» erksnntmstheoretisch- 
meftqihjriseho Seite des Banmproblems in den Yordoigrand der Betrachtung 

10* 
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gestellt Auf diA pbyiiologiidi-piyclud^^piehflii Seite ist er gar nieht em* 

gegangen, sodafs sein Werk sowohl in mathematischer wie in philosophischer 
Beziehung wesentliche Lücken aufweist und den Anforderungen, die man 
bei dem gegenwärtigen Stande der Forbchuug zu stelieu berechtigt ist, 
nldit enlqpricht 

Eel. Paoi, BtIckbl. 

Wilhelm Wuiidt. Ooetav Theodor Feohner. Kede zur Feier seines 
liundcrtjiihrigeu Oeburtstapes trehalten. Mit Beilagen und einer Ab- 
bildung des Fechu er- Denkmals. Leipzig, Wilh. Engelmaim, 1901. 
YI u. 9S a gr. 8*. 

Die in einor (ÜSniilidiea Sitcimg der KUshmieben OeMllsduifb der 

Wissenschaften am 11. Mai 1901 gehaltene formvollendete und gedanken- 
reiche Hede zur Feier des hundertjährigen Ocb^ytstaijes Feehners (19. April 
1801 bis 18. November 1887) schildert kurz die Eutwickelung semer Persön- 
lieUmt und Terweüt dann ISnger bei der Vorftthrang seiner philosophiachett 
Leistungen. Der hierzu in hervorragender Weise geeignete Festredner ent- 
wirft ein anschauliches Bild vom Schaffen des originalen Denkers und fafst 
die Bedeutung seines philosophischen Systems als einer höheren Stufe der 
Schell ingschen Naturphilosophie am Sehliuse in die Worie nuammen: 
„Gründlich geschult in der indessen reifer gewordenen Naturforschung seiner 
Zeit, hat er ein Weltbild entworfen, das freilich eine philosophische Dich- 
tung blieb, in dem aber die verworrenen Ideen jeuer Naturphilosophie in 
einer abgeUSrten, wissenschaftlicheren Gestalt viedntolufteii, wthrend ihr 
üxheher /Aigleicli bei der AosfUhrung seiner Lebensatd^abe den positiv» 
Wis'^pnschaflen eine Ftille neuer Anschaniinpen und Anregungen zuführte. 
Dieser Mann war Gustav Theodor Fechner, der Erneuerer und Vollender 
der romantischen Natuiphilosophie des neunzehnten Jahrhunderts.'' 

Die Beilagen enthalten da^jenige^ was snr Anbahme in die Bede selbst 
nicht geeignet schien, was aber die in ihr gegebouc Schilderung der Per^ 
sönlichkeit Fechners und seiner Philosophie zu ergilnzcn geeignet ist. 

Der stillen und anspruchslosen Gelehrtenuatur des liebenswürdigen 
Leipdger Phyakers und Philosophen ist in der TOiliegenden Schrift ein 
dauerndes Denkmal geseist worden. 

Berlin. B. Laura. 



Otto Holder. Ansohauung und Denken in der Geometrie. Akademisdie 

Antrittsvorlesung gehalten am 22. Juli 1899. Mit Zusätzen, Anmerkungen 
und einem Rej.,n.ster. Leipzig, B. G. Tcubner, 1900. 75 S. gr. 8". 

Die liede behandelt (S. 1 — 23) die Frage nach der Art und Weise, 
wie in der Geometrie Erkenntnisse gewonnen werden, in einer fllr einen 
gr5(!seren Hörerkreis berechneten, höchst ansprechenden Form und bciilhrt 
dabei die in Betracht zu ziehenden erkenntnistheoretischen Fragen. Die 
Anmerkungen und Zusätze (S. 24 — l'S) geben dann weitere Begründungen 
und AnsfOhrungen nebst reichliehen litfceruisehen Belegen. IGt der Hilbert- 
sohen Festschrift über die Grundlagen der Geometrie verglichen, die kors 
vor der Entstehung der gegenwirtigen Bede enohiensn ist, kann die Tcr- 
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liegmide VarSilBiitliolniiig «iwa als flau wortroUer phüoBopliuolier KoaunentBr 

jener streng zergliedernden Untorsachimgisii ndt ihren posithrtn mathema- 
tischen Ergebnissen bezeichnet werden. 

Der Gedankengang der Bede zielt darauf ab, daTs die sogenannte An- 
adbauunjT in ihn ans der Br&hrung stammenden Elonente aubulSsen ist, 

steht alsu, wenn man überhaupt tltn htret tjraihtf n Ausdruck anwenden 
darf, auf empirischem Boden. .Jhidiirch dafs mun alle anscbaulichen Vor- 
aussetzungen besonders formuliert, kaim man die geometrische Deduktion 
selbst der Ansehannng entkleiden. Beuiehnet man die geometrischen Ele- 
mente ttnd die Operationen durch Symbole und duroli Aneinanderreihen von 
Symbolen, so kann man in einfacherfMi Fällen die ^reometris« he Deduktion 
vollständig in einen mit Symbolen ausgeführten Kalkül aul'löseu.'^ Die Frage, 
wie der Geometer deduktiv zu Werke geht, welche Voraussetzungen benutzt 
werden, wie ans cUeien VomuMtaningen andere Erkenntnisie dmrdi eine 
Reihe kleiner und sicherer Schritte abgeleitet werden, also die geometrische 
Deduktion selbst wird vom "Redner sorgfiiltifj in eiuigen Beispielen unter- 
sucht. Als eigentümlich für die SuhluTsweise der üeumetrie und der Mechanik 
wird „eine Art von Expenmoii^ bewichnei, auf Gnmd dessen wir sehliefe- 
licih voraussagen, wie die Messungen ausfallen mttfsten, die wir an einer 
genau ausgeführten Zeichnung oder an einem Modell vornehmen könnten. 
Wir haben also ein Gedankenexperiment an Stelle eines Bealexperimentes 
gesetat, und darin besteht die Deduktion. Nach Belenehtnng dieser all- 
gemeinen Sätze durch Beispiele aus der Geometrie und aus der Meehanik 
kehrt der Verfasser am Schlüsse zur allgemeinen Betrachtung zurück. 
,,Diüäes Verhalten der Deduktion besteht aus ächlüssen von ganz eigen- 
artiger Form. Die natiiaBatiscIien Wissensdiaften haben also in der Tbat 
eine besondere Methode. Die Besondeiheit beruht im Gegenstand, der lange 
Reihen von Denkoperationen in gewissen charakteristisehen Keihen vorzu- 
nehmen gestattet, so dafs dadurch besondere Scblufsformon entstehen. In 
diesem Sinne kann man also sagen, dab die Mathematik und die exakten 
Wissensehsften ihre eigene Logik haben." 

Die leicht lesbare, gedankenreiche Sihrift mit ihrem aktuellen Inhalte 
sei allen Freunden philosophischer Betrachtungen auf dem Gebiete der 
exakten Wisseuschaiten warm empfohlen. 



J. Sachs. LAhrbuoh. der projektlvisoheiL (nenerexi) Oeometrie. 
Erster Teil Stuttgart 1900, Julius Maier. 230 8. 

Der vorliegende Teil des Lehrbuches bringt die ersten Anfangsgründe 
der synthetischen <!enmelrio (Elemente und Grundgebilde, Projektivisehe 
Beziehungen, Doppelverhältais, Prinzip der DualitUtj in der breiton Aus- 
fthiüchkeit und in der Form ron Vngo und Antwort, die der Eleyeisehen 
Sammlung bekaamtUeh eigentümlich sind. Jedem rein geometrischen Kapitel 
folgt die Erörterung der Mafsbeziehungen desselben Gegenstandes. Fragen 
und .\ufgaben im engen Anschlufs an den Lehrgang sind in groiser Zahl 
beigefügt. 

'Bei^ 0. Vuaem, 
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Bfliwifts OeometelMlw TonDAnlelure und Anlka p fi ttada d«r G«o- 

niilgrie für Bealsohnlen. Bearbeitet von Johann SpielmftBiL 

18. geänderte Autl. Wien imd IVag 1900, F. Tempsky. 

Die neue, von Herrn Spielmann besorgte Aui'lago dieses fBr 
teterreichische Bealschnlea bestimmten und deshalb den österreichischen 
LehxpUaen entqmehenden Baches, will den Anforderangen gereoht werden, 

die man in nruoror Zeit in pädagogischer Hinsicht an die Darstellung der 
Elemento der (leometrie zu stellen pflegt. Das Lehrbuch beginnt (entsprechend 
dem augoublicklich für die preufsischen Schulen vorgeschriebenen Lehrplan) 
mit einer besonderen Vormenleloe und enfbllt das pludmebnidie und stereo- 
metrische Pensum bis zur Untersekunda inkl. Überall herrscht die Tendenz 
vor, die Figuren nicht als starre Gebilde, sondern als bewegliche Gestalten 
zu betrachten; von vom herein wird axiale und zentrale Symmetrie stark 
betont und hd den Beweisen nelir Gewieht auf AnwhanliflihVait ab auf 
logiielie Strenge gelegt. 

Berlin. 0. FAnnaaB. 

A* Moroff. DI« SdhiikAlgaliM als iii«d«Mila Analyaia. Bambog 1900, 

Gärtner. 

In der Meinung dab der algebraische Unterricht auf unsem Schulen 
■ehr reformbedOrftig sei, kflndigt der Verf. eine „Revolution'* der Scbul- 
Algebra an. Trotz eifrigen Suohens habe ich aber in der Abhandlung nichts 
wesentlich Neues, weder in wissenschaftlicher noch in pädagogischer Beziehung, 
entdecken können. Die gleichzeitige Behandlung von Addition und Subtraktion, 
von Multiplikation und Division, die Einführung der negativen Zahlen gleich 
im ersten Anfimge kann doch kaum als grober Fortschritt angesehen werden. 
Die Darstellung unterscheidet sich von den üblichen LeluMchem der Algebra 
durch eine häufig blumenreiche, an Verständlichkeit dadurch aber nicht 
gewinnende Sprache, durch eine merkwürdige Wertschätzung einzelner 
besonderer Bedmungsoperatumen (%. B. des Absoodema eines gemeinBainan 
Faktors), durch Vermischung von Bewiesenem und Unbewiesenem; alles in 
' allem, ich haltte den Schfller, der nach diesem Leitfaden Algebra lernen soll, 
nicht für beneidenswert. 

Berlin. G. Faekber. 

F. G. Gaufs. Vierstellige logaritiimisohe und trigonometriBOhe Tafeln. 
Befaolausgabe. Halle 1900, E. Strien. 

Wem vierstellige Logarithmen genügen, dem sind die Gaufsschen Tafeln 

ihrfv /weckmäfsigen Einrichtxmg und guten Ausstattung wegen durchaus zu 
empfehlen. Neben den üblichen Tabellen enthalten sie eine grolse Zahl 
mathematischer, physikalischer und chemischer Constanten. Doch dürfte 
statt der Behnsn-Tafsl, welche neben den natürlichen Werten des Sinus wohl 
entbehrt werden kann, eine Tabelle fttr die Lingen der beisbogen wflnschens- 
werter gewesen sein. 

Berlin. C. Fasebu. 
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B: Heger. FfinfMellige loKuUluiiiMlie vnA contoowtelMlM TMBln. 

Leipzig 1900. B. 0. Teubner. 

Die Tafel der gemeinen Loparithmon der natürlichen Zahlen hat die 
gebräuchliche Form erhalten, dagegen weicht die der Logarithmen der go- 
moiiwtriMlMii Zahlen in flinr Anordiniiig von aiidereii Ikfeln ab; dadurch, 
dali diMe Tafel ilinlieh «ingerichtet wurde wie die erste, ist erheblich an 
Baum gespart worden. Innerhalb gewisser Grenzen ist das Tntervall in 
beiden Tafeln verkleinert. Es folgt eine Tafel für den Arcus und die natür- 
lichen goniometrischen Funktionen, eine der Gaufsiscben Logarithmen, der 
fBnfttelligeB Qaadimta und der TierstelUgtii EoImii. Die lükdnte Talbl ent- 
hält die Werte der Funktionan 16' + x, nach wachsendem x geordnet; sie 
dient zur numerischen Auflösung der Gleichung a:^ + x=«m, auf welche 
jede kubische Gleichung reduziert werden kann. Es sei bemerkt, daüs sich 
eine Tafel lluilicher Art für den iirednnblen Fliül aehon bei Barlow 1814 
findet. Um aber anoii die annähernde Auflösung von Imbiadien CHeidrangen 
anderer Form, sowie von höheren algebraischen und transcendent^n Glei- 
chungen, die bei gewissen geometrischen und mechanischen Aufgaben auf- 
treten, m erleiehtem, aind 21 kleine Tafeln angefügt; sie werden gewifs 
zur Belebung und Entlastung des Unterrichts an höheren Lehranstalten, f3r 
die das Tabellenwerk bestimrat ist, beitragen. Den Schlufs bildet eine 
Tafel für Lebensversicherungen, femer zahlreiche geographische und phjsi- 
kaliflche Konatanten, aowie Erl&uteningen. Dem Tabellenwerk, das naßh 
naem wobldnrclidaeliten Plane eingerichtet ist und sieh aneb dnrdi die 
lufsere Auastattong empfieMt, ist eine weite Yerbreitang zu wünschen. 



BUdungsanstalten. Wien 1900. A. Pichlers Witwe und Sohn. 

Der Verfasser bat sich, der Bestimmuug des Büches entsprechend, an 
das OrgaoiaatioiiaBtatat Ar flaterreioliiadie Lehmv und Lehrerinnenaemtnare 
angeschlossen, daher weicht dasselbe in seiner Anlage von anderen Lehr- 
büchern der Arithmetik in mehrfacher Hinsicht ab. Einen grofsen Teil 
des Buchs nimmt die Einführung in den Zahlbegriff, das numerische und 
daa kanfintanisolie Rechnen ein; das Übtingsmatnrial, z. B. ftkr Gleichungen, 
ist infolge dessen eingeengt. Auf wissenschaftliche 8tr('n<,'e inacht der Grund- 
rifs keinen Anspruch, wie z. B. die Behandlung der Wurzelsiitze zeigt. Die 
Berührung mit anderen Unterrichtsgebieten ist anzuerkennen, doch sollten 
die GHediär einer An^be stets in oigaaisahem Znaammenhaiige mitsinaiider 
stehen; «ninsikennen ist femer die Yerbindnng mit der Ansebaaiing nnd 
die Einstrenung von histonacliea Notixen. 

Berlin. B. Gumtsohb. 



G. Mahler. Bbene Geometrie. Mit III Figuren. 3. Auflage. Leipzig 
1900, Gffschen. 158 B. Preis 0,80 M. 

Auf knappem Baum wird das Wiehtigste ans der elementaren Plani- 
metrie bis zur Ausmessung des Kreises in bündiger, aber klarer Darstellung 
und mit socgiUtiger Aaswahl des Lehr^ und Übungsstofft geboten; eine 



Beriin. 



B» GjjMTaom. 
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Erweiterung des Pensums ist durrh Envähnun^ von Sätzen und Aufgaben 
aus der Lehre von den Transversalen, den Chordalen, den Brocardschen 
Punkten u. s. w. angedeutet Die Begriffe zentriBdie nnd axiale Symmetrie, 
ebeuo wie ParaUelTenchiebung, ümklappung und Drehung erhalten eine 
ftindamentale Bedeutung; es soi liier besonders auf die eigenai-tigo Behandlung 
der Kongruenzsatze im G., der rcgclmäfsigen Vielecke im 9. und vor allem 
der Konstruktionsaufgaben im 16. Kapitel hingewiesen. Das Bfichlein ist 
somit ein willkommener Beitrag an der Baohtong, welche die traditionelle 
enklidliehe Anordnung durch eine moderne Betrachtungsweise ersetzen wiU, 
doch geht es hierin nicht soweit wie z.B. Henrici u. Treutleiri, sondern 
ninunt eine mehr vermittelnde Stellung ein. Die Ausstattung ist ansprechend, 
die Übmieht der Figuren durdi sweifittingen Dniek wesoiflidi eiliSlii 
Audi SU historiaehan Notiien ist Banin gefunden. Das Weikehen ist wann 
ni empfehlen. 

Berlin. B» Glimracns. 

F. Meigen. Lehrbuch der (Geometrie. 2. Auflage, üildburghausen 
1900, Otto Peioldi Las. -8*. IV u. 88 8. m. 169 Figuren. 
Fftis gdL 8 IL 

Das Buch gehört zu der Sanamlung Ton technischen Lehrheften^ die im 
obigen Verlage enschienen sind. Der Lehrgang ist der übliche und erstreckt 
sich bis zur Aiuunessung des Kreises. Die Schärfe der Darstellung könnte 
an manchen Stdien eriiOht werden; Auadmdcsweiaen: wie WOrfel wird 
von 6 geraden Flächen begraoat. Solche Flächen hoifsen Ebenen'^ die Ver^ 
wiscVinng der Frenze zwi.schen Grundsatz und Lehrsatz, Entwickelungen wie 
die in der Paralielogrammlehre, die über eine Veranschaulichung der Sätze 
kanm hinausgehen, erregen Bedenken. Eingefügt sind 271 Au^alraa, groban- 
teils rechnenscher Art, häufig der Praxis entnommen, es mag siöh daher 
mit dem Lehrbuch tTwmeyhin an einem Technikum arbeiten lassen. 

Berlin. B. Qümtsobb. 



Siegnimd Oihither. A. v. Humboldt, L. V. Buch. 89. Band der 

Geisteshelden. Berlin lOOo. P^rnsl Hofmann u. Co. 

Dieser Band der populären Biograpiüensanuulung schliefst sich würdig 
an asine Vorgänger an. In der Thai konnte rar Bearbeitung des Lebens 
eines Hnmboldt kaum ein Geeigneterer von dem rOhiigen Verlage auser- 
lesen werden, als der Münchencr Geograph, der selbst von einer erstaunliehen 
Vielseitigkeit einem Polyhistor am besten gerecht werden kann. Wir vor- 
kennen nicht die Schwierigkeit eines solchen Unternehmens trotz des grofsen 
und viel sitierten biogvsiilnschen Denkmals, das der wissenseiiaAliiimi Welt 
bereits vorlag. Es i.st eben etwas anderes, eine volkstümliche Darstellung in 
engem Kähmen zu liefern, und wir meinen, dafs es vielleicht besser gewesen 
wäre, den ganzen Ilaum des Buches dem einen Manne zu widmen, oder 
den ümfiuig noeb weiter sn sieben, wie bei andern Lebensbesohreibungen 
der Sammltmg. B -i l^r engen Begrenzung war wohl eine gröfsere Be- 
schränkung im Stoff geboten. Manches hätte ansgesehlossen werden, dann 
hätte einzelnes weiter ausgeführt werden können; und wir denken hier vor 
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allem an den Kampf des Plutonismos und des Keptonismiu, dar sieli bei 
Humboldt wie bei Ihich plnifh wichtig zeigt. Hier war es sicher nötig, 
das Wesentliche vorauzuschickeu, die Ansichten des beriilimten Lehrers beider, 
A. 6. Werners, Torauzustellen und zu zeigen, wie die auf Reisen gesammelten 
Scfofannigaii Bdilieftüch fam IK«ge dar plaiomadhen Ideen fSfarton. So 
mBtten wir bis zur 234. von 271 Seiten warten, um wenigstens in Kilr/o 
Ober die entscheidenden Thataachen belehrt zu werden. Immerhin werden 
die mit den Grundlagen der dynamischen Geologie vertrauten Leser durch 
die LektOre dM Bmdies >idi leieht Aber die Bedeatong dieier Geistedieldfin 



Obaxlottenbiiig. H. Saiitsr. 



Ueussi. Leitfedan der fhyiik. lö. Auflage. 134 8. Berlin 1901, 

0. Salle. 

Ein physikalisches Lehrbuch, das die 15. Auflage erlebt, mufs grolse 
Yonflge babeÖD. loh kum mir woU vonfeeOfln, dab ein eofriger Bdittler 

gerade dieses Buch zu seinen Lieblingsbüchem zählt; madit es ihn doch 
durch seine anschauliche, unterhaltende Methode, ich möchte fa.st .sagen 
spielend, ohne langweilige Definitionen und üechnungen mit den interessanten 
Enehetnimgen der FliTsik bekannt; and Lust und Liebe nur Sache SRI er- 
wecken ist die Vorhedingiing eines gedeihliehein Untenidita. Aber lassen 
sich diese unbestreitbaren Vorzüge nicht vereinen mit einer anderen Forde- 
nmg, welche wir Lehrer hauptsächlich an ein Schulbuch stellen müssen: 
Klarheit der Orondbegriffo und KotrekHieit des Anadmeks? In dieser Be- 
ziehung läM das Buch noch manches nt wünschen übrig. Es wird genügen, 
einige Proben anzuführen. Wir lesen p. 19: „Wirken mehrere Ki-äfte in 
derselben Eichtimg auf einen Közper, so bewegt sich der Körper mit einer 
Geschwindi^eit, die gleich der Summe der ^tfte isL" {».69: f^üa Ver» 
Wandlung des Eises in Wasser bedingt die räumliche Entfernung dmr Massen- 
teile von einatuler. nl<o eine Bewegung der Massen; die Fortbewegung träger 
Massen erfordert Krall, um diese i\jbeit zu leisten. Schmelzung besteht 
also in einer Arbeitsieistimg von selten der Wärme" u. s. w. p. 129: 
„üm dtosun Widantaad (1 Ohm) sn llberwindan, ist «ne bestimmte Elet 
trisitätsmenge mrtwendig.'* 

Beriin. F. Bamos. 



KrmnB und Bottger. GnmdziTs der Physik für Lehrer- und Lelu^ 
linnen-Seminare and verwandte TrfthrMi^l^. 344 S. Leip«g 
1901, A. Piehlers Wtw. u. Sohn. 

Das Buch enthält diejenigen Lehren der Physik, welche man in einem 
ersten Knrsns yonntragen pflegt, also etwa das Pensum unserer Bealsohuleo, 

in grofscr Aasfüln lii^hkoit und mit bemerkenswerter Korrektheit des Aus- 
drucks, obwohl, dem Zweck des Buches entsprechend, alle mathematischen 
Formeln ängstlich vermieden sind. Das Hervorheben des Wichtigsten durch 
den Brock und die Einteilung in gröfsere Absdinitte sind r<m pädagogisdieo 
Standpunkte ans wertvolle Eigenschaften, selbst da wo Pedanterie vielleicht 
yerstOijW gsgen die Logik erblicken kAnnte. Besonders schätMoswart ist 
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EesensioDen. 



an dpm Biieh6 die veicfalialtige ZtUMmmenst-ellung von Ühimgsfragon, von 
Beobachtunp'^n in freier Natur, von Schfllerversuchen und von einfachen, 
leicht herstellbaren Apparaten. Auf die historische Entwickelung der Physik 
ist ohne Übertraibang gebtthrende Bfleknchi gBntHiiiiMn, bei allen Fremd- 
wfirtern ist die Herleitung aus dem Lateinisöhen oder Oxieehischen ange- 
geben. Etwas sonderbar mutet es allerdings an zu lesen: hon'zo = ich 
begrenze oder mecbane = Werkzeug. Wäre es nicht angemessener zu 
aebrelben: 6(fiia> (horizo) idi begfeme und fttixuvi^ (mechiui^)« Werkzeug? 
Beilin. F. BniotB. 



Smolikfl Bemonto der dantaUendeoi CtoomoMe. Ein Lebibnoli für 

Obenealschulcn, bearbeitet von Heller; Wien und Prag, Tempdcjr Und 
Leipzig, Frej-tag. 2. Auflage, 1900. 8^ Vn + 304 S. 
„Eine Ebene ist l)pkaniitlirb einf Fläche, in welcher sieh nach allen 
Richtungen hin gerade Lmien zieheu lassen. Wenn man also zwei beliebige 
Punkte einer Ebene durch eine Gerade Terbindet, so mub diese ihrer ganzen 
Linge nach in der Ebene enthalten sein. Man kann sich daher (!) die 
Ebene durch die nach einem bestimmten Gesetze fortschreitende Bewegung 
einer geraden Linie entstanden denken" (§ 22). Diese sehr allgemeine 
Folgerung ans der Definition ist doch ganz unmOgKeh. Der VerflMser 
fährt fort: „Bewegt sich eine Gerade derart, dafs sie eine zweite, feste 
Gerade fortwährend schneidet und entweder stets parallel bleibt zu ihrer 
ursprünglichen Lage oder stets durch einen festen Punkt geht, so erzengt 
sie eine Ebene.** Der Leser moft also sdilielben: D» eme sieh nach 
dnem bestimmten Gesetze fortbewegende Gerade one Ebene beschreibt, 
so erzeugt auch jede nnch einem der beiden anget.'olienen Gesetze fort- 
schreitende Gerade eine Ebene. Es hätte doch natürlich gezeigt werden 
müssen, dafs die su erzeugte Fläche der anfangs aufgestellten Definition der 
Ebme genttgt — In § 61 heibt es: „Die unendlieh kleinen (also nidit 
mehr zerlegbaren Teilchen) einer krummen Linie nennt man ihre Elemente. 
Sie können als unendlich kleine Strecken, die /wischen zwei unmittelbar 
auf einander folgenden Lagen des die Linie erzeugenden Punktes liegen, 
anfgeftAt werden.** Jeder Teil einer Unie, mag er auch noch so klein sein, 
bleibt noch zerlegbar. Unzerlegbare Elemente einer Linie giebt es nicht, 
ja sie sind sogar undenkbar. Unzerlegbar ist nur der Punkt. Das Un- 
endlich-Kleine ist ein Grenzbegriff. — Iü § 53 ist der um den einen Breun- 
ponkt fi der E]]i|>se mit dem Badins 2a gesdilagene Kreis richtig als der 
zum andern Breunpunkt f gehörige Leitkreis bezeichnet. Bei der Tangenten« 
konstruktion heifst dann umgekehrt der um f geschlagene Kreis zu f ge- 
hörig. Dasselbe wiederholt sich im Abschnitt über die Hyperbel Der 
Unkundige wird dadoreh lacht Terwirrt werdesL In f 89 sind in den 
Figuren und im Text die Ptmkte im Baume und ihre Projektionen anf die 
Zeichenebene mit demselben Biuhstahen l>ezeichnet. 

Diese und einige ilhnliche Einwendungen und Ausstellungen richten 
sidi gegen Abschnitte des Buches, die zum grofsen Teil ebensogut hätten 
wegbleiben kfinneau Denn es ist dooli wohl annuehmen, daft jedem, der 
sich mit darstellender Geometrie beschäftigt, die Elemente der Btereometrie 
nnd wohl auch der Koordinatengeometrie bekannt sein werden. 
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Die Bahaiidliiiig d«r darrtelienden G«om0trie selbst ist diirehw«g eme 

klare tind leicht verständliche. Eine grollse Anzahl TOnftglichor Figuren im 
Text erleichtert das Studium der gelOsten Aufgaben, fördert die Raum- 
anschauung und leitet zum selbständigen Entwerfen der in den zahlreichen 
Übmigsaiifgaben geforderten Zeidinimgai «iL Dm Biieh ist in dra Haupt» 
teile leil^^ Im ersten wird die Darstellung too PunkteUf Geraden und 
Ebenen auf einer Projektionsebene, dann auf zwei zu einander senkrrditen 
(Grundnis and AuMis) and endlich auf drei £benen (Kreuzrils) gelehrt^ 
ferner die Dantellmig ebener Polygone und des Kreises and ihres Schattens. 
Es wird überall dir orthogonale Parallelprojektion angewandt, ebenso in den 
beiden andern Teilen dt s Buches Der zweite Teil behiuidclt die Darstellung 
gerader nnd schiefer Prismen und Pyramiden und der rcgelmäisigen Polyeder 
im Gmndrib «oid AnMfe, die Konstruktion ihres Schattens, ihrer Schnitte 
mit Ebenen und mit einander. Im dritten Teil werden diesielben Aaij;;aben 
für Cylinder, Kegel und Kugel gelöst. In einem Anhange ist eine knappe 
Darlegung der Zentralprojektion und der perspektivischen Darstellung gemd- 
liniger Figuren, des Kreises und der oben genannten Körper gegeben. — 
Von dsr geometrisehso Yerwaadtäidiaft der Fignreo (Afiaitftt, KoUineation) 
ist nur nebenbei Oebrauch gemacht Überhaupt siiid die zur Verwendung 
kommenden Hilfsmittel so einfach und die Lösungen der Aufgaben so ein- 
gehend beschrieben — in einzelnen Abschnitten sogar überflüssig breit — , 
dab das Bndi nicht nur anf OberrealsehuleD braoehbar ist, sondern das 
Studium der meisten Kapitel auch tQchtigeren Primanern anderer höherer 
Lehranstalten ohne grofse Mühe möglich sein und viel Anregung bieten 
wird. Auch den jüngeren Studierenden der Hochschulen, die sich mit der 
darstellsnden Geoinetrie erst bekannt machen wollen, ist die Benntsong des 
Buches wann sn enqpfehlen. — Vermifst habe ich ein Dmckfehlerverzeicfanis. 
Es ist wegen einer Anzahl stauender Druckfehler, die dem woiiger Geübten 
das Verständnis erschweren, notwendig. 

Grols-Lichterfelde. Euh. ScuuIjSB. 



Gino Loria. Le soiense esatte neli' antioa Greoia. Libro IH. n 
•alMinlo matemialtoo deUa HkMKHte nalonle d«i GreoL Modena 

1900 coi tipi della societa tipografica, antica tipografia soliani. 138 p. 
Estratto del Vol. XII, Ser. 11 delle Memorie della R. Accademica di 
Scienze, Lett«re ed Arti di Modena. Sezione di Scienze, pag. 3 — 138. 

Das I. Buch ist 1893 (Zeit«chr. f. Math. u. Phys. Bd. 39, Hist litter. 
AbtIg. B. 184—185), das IL Buch 1896 (Bd. 40, a 218—219) ersoUenen. 
Für die Ausarbeitung des lü. Buches hat der Herr Verfasser sich, wie das 
Erscheinungsjahr erkennen lälst, eine längere Frist gegönnt. Heute liegt es 
gedruckt vor uns. Als Inhalt bezeichnet Hr. Loria die Darstellung solcher 
mafliematisohai Lelirsn, weldie in niharar oder entfeniterer Yerfamdang mit 
der Mechanik des ffinunels stehen, und wenn man die entferntere Yeiv 
bindung weit <,'f^rm^' an.sdehnt, kann man sich mit dieser Begriffsbestimmung 
auch einverstanden erklären, die im Grunde doch nur die Vereinigung ziem- 
Udh Tersofaiedenartiger Gegenstände rechtfertigen soll Thaislehlieh bMprioht 
Herr Loria nach einander die lltere grieoUsche Asfatmomie, die SphSrik, 
die BUtenit der Sternkunde unter Hipparch und Ptolemlns, die grieekisobe 
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Optik, Hydrostatik als Schöpfunrr Archimpfl'^, flie praktische Mechanik 
des Heron von Alexandria, die Feldmessuug elteadesselben sowie seine 
Leistungen in der Oeometrie, «ndlieh die aonstigen grieohiBoluii FeldmeaMr. 
Man sieht aus dieser Aufzählung, dafs Herr Loria durch seine Anordnung 
genötigt ist, den Leser durch Jahrhunderte vorwärts und wieder rückwärts 
zu schleifen. Oh dadurch hei denjenigen, die nicht bereits als Wissende 
heraatreten, ein klares Bild der Entwicklung der mathematischen Wissen- 
sehaften in Griechenland eneugfe werden kann? Wir dürfen die Frage 
stellen, aher nicht beantworten; das mtifste einer jener Leser übernehmen, 
in «leroii Interesse wir fragen. Sei übrigens die Anordnung 7U loben oder 
zu tadeln, auf die sorgsame Ausfeilung der einzelnen Einteilungsglieder hat 
sie nicht den geringsten Einflufs ausgeftht. Übarall erweist tkk Herr Loria 
als im Besitz des sUmtlichen reichhaltigen Materials, das insbes(?:t Irn- seit 
den letzten Jahrzehnten sich angehäuft hat, und wir könnten keine dahin 
zielende Arbeit nennen, die er nicht verwertet hatte, keine strittige Frage, 
die nioht hei ihm ErwlUurang finde, wenn aueh mandunal nur um das 
Eingesttndnil zu machen, sie sei noch nicht .spruchreif Wir sind selbst 
viel m sehr mit dieser Enthaltsamkeit einTerstanden, als dab wir sie nicht 

billigen sollten. 

Heidelberg. M. Cantoii. 

J. Lange. Synthetische Geometrie der Kegelsohnitte nebst Übuugs- 
aofgaben ftr die Fiima höherer LeluwtBtalten. 3. Auflage. Bei^ 
1900, H. W. HflUer. 8«. 68 8. 

Nach einem kur/on, vorbereitenden Abschnitt, d«r dra im folgenden 
angewandten Sätze über harmonische Strahlen und Punkte enthlUt, werden 
die Kegelschnitte in der üblichen Weise durch die Brennpunkte und die 
HaoptaehsenlAnge (die Parshel durch Brannpnnkt und Leitlinie) definiert 
und hieraus auf rein geometrischem Wege die wichtigsten EigMisdiaften der 
Kurven, besonders ihre Gestalt, ihre Schnitte mit Sekanten, Satze über 
Tangenten und Normalen u. s. w. abgeleitet. Die Benutzung der Leit- 
kreise nnd der LeitÜnioi fOhrt anf nene Definitionen der Kurven und auf 
die Darlegimg ihrer Verwandtschaft imter einander, die auch aus ihrer 
Darstellung als Schnitte eines Kogels hervorgeht. — Die Beweise werden 
durchweg mit den einfachsten Mitteln gefährt Die als bekannt voraus- 
gesetzten geometrischen BStse mftssen jedem Primaner gel&ufig sein. Nur 
die Fassung der Beweise scheint mir teilweise zu kurz. Ich möchte be- 
zweifeln, dafs die Melir/.ahl der Primaner imsfundo ist, aus den knap}>en 
Andeutungen über die im Beweise zur Verwendxuig kommenden Sätze die 
Reihe der notwendigen Schlufsfolgerungen immer selbständig herzustellen. 
Einige Figuren (i. B. 14, 16, 16, 20) würden an Anschauliahkut gewinnen 
und sich leichter dem Gedächtnis einprägen, wenn die fortgelassene Kurve 
hineingezeichnet wäre. — In der zweiten Hillfte des Ruches werden Pol 
und Polare, Pascalscher und Brianchonscher Satz zunächst flir den Kreis 
und dann durch Benutzung der Kegelprojektion aUgemrin fttr Eegelscihnitte 
behandelt, femer eine Reihe von Sätzen über konjugierte Durchmesser ge- 
geben nnd Flächenformelu abgeleitet. Der Zusammenhang mit der analy- 
tischen Behandlung der Kegelschnitte wird hergestellt, indem aus metrischen 
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Belationen, di« muf geometrisoihem Wege gewonnen werden, die Gleichnngen 

der Kegelschnitte iu verschiediOMB Fmmen abgeleitet werden. Die letzten 
Absolinittn ffihren in die Lobre von den projf«ktivi.schen und involutorisohen 
Punktreihen und ihren Beziehungen zu deu Kegelschnitten kurz ein und 
eröffnen dadurch dem Bohlller den AiubUek auf ein weitei Feld spiterer 
Stadien. — 250 Aufgaben, teils Konstniktionsaufgaben, teils zu beweisende 
Satze bilden den Sclilufs des kleinen Leitfadens nnd werden jfdem, der das 
Buch benutzt, eine willkommene Beigabe sein. Sie sind nielit nur geeignet, 
die Bekanntschaft mit deu abgeleiteten Sätzen zu befestigen, sondern können 
mit dam dimen, die Kfflintniii der Eigeuohaften der Eegebehnitte ra er> 
weitem und zu vertiefen. 

(Jrofa-Idchterfelde. Eom. Scbulsi. 



Slckeii1)erp^er und Banschinger. Kanftnännieohe Alg»!»». Leipaig 

19ÜÜ, Verlag der Handels-Akademie. 8». 131 S. 

Der Titel sollt4? wohl besser Leitfaden der Algebra für Kaufleute 
heifsen. Denn eine besondere kaufmänni:>che Algebra giebt es nicht. Das 
Buch «lihllt eine gSiMMnitMnafaJiimg der Sitse und fVmneln der elementarm 
Algebra, soweit sie auf den sechsstufigeu Realschulen gelehrt wird, also die 
Grundrechnungen mit ganzen imd gebrochenen Zahlen, Potenzen, Wur/eln, 
Logai'ithmen, einfache Beihen, Zioseszins- und Bentenrechnung, Gleichungen 
1. und 2. Grades mit einer und mit mehreren Unbekannten und am SeUufs 
eine Tafel der vior.stflligen Mantissen der Zahlen 100 — 999 und eine Zins- 
faktorentafel. .ThiIiiii Abschnitte sind Musterbeispiele und eine gWifscre 
Anzahl von Übungsaufgaben angeschlossen, die möglichst Vorkommnisse des 
gesehftftlichen Lebens berfleksiditigen. Besonders die Anwendungen der 
Gleichungen und Proportionen auf Prozent-, Zins- und Diskontrechnung, auf 
Mischun^r^- und Teilungsrechimng, sowie die Aufgaben aus der Zinscszius- 
und RenJfiireclinung sind zu empfehlen. — Weniger kann ich mich mit der 
Darstellung des theoretischen Teüs einverstanden eiUBren. Bim war die 
mafhematisehe Zeichenspradie cn «Ulrcn und in mfiglidist einfltdittr und 
durrhsichtiger Weise zu zeigen , wie die Gesetze des Re<'hnens aus den 
Definitionen und aus einander mit logisclier Notwetiiligkeit sich ergeben. 
Die Lüsung dieser Aufgabe scheint mir nicht durchweg geglückt zu sein. 
Auch die Ansdmcksweise ULlkt an Tersehiedenen Stellen sa wünschen fibrig. 
Ich wUl nur einiges anführen. In § 19 heifst es: „Wenn von einem ge- 
gebenen Produkt noch ein Faktor gegeben ist, so kann man hieraus den 
andern bestimmen." In § 24: „Man verfuhrt dabei in folgender Form." 
Es folgt da Bdspiel der DiTirion dner Snmme dnroh eine andere. In 
§ 37: rJ)sLS zweite Glied eines Verhiltnisses wird hfiufig auf 100 gebraeht; 
man beifst dies Prozente." In § 93: ,,. . . . führt gewöhnlich auf Gleichungen 
4. Cirades, welche allgemein nicht lösbar sind." Auch unnütze Fremdwörter, 
wie Dignand, Potenziation, Badikation, Methode der Komparati<m (Ar »Aiif- 
lösung durch Gleichsetzen**), sollten bei einer etwaigen neuen Auflage des 
Buches vermieden werden. 

GroÜB-Lichterfelde. £dm. Sohdusb. 
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M. Dehn, Dto Ii^gendre'Mlfeiii SUm Wter di« Wlnkilmimiiw Im 

Dreieck. Inaug. Diss. z. Erlangung d. Doktorwürde d. phil. FakultBt 
d. Univ. zu (Jöttingen. Leipzig 1900. B. G. Teubaer. 8". 38 8. 
[Abgedruckt in Math. Ann. 53]. 

Es war vorauszusehen, da£a die Uassische Arbeit D. Hilberts „Gnmd- 
lagm der Geonwtrie** (FestBchrift s. Feier d. Enfhftllnng d. Oanfs-Weber- 

Denkmals in Göttingen, Leipzig (Ion Anstofs zu weiteren Unter- 

suchungen auf diesem Gebiete geben werde. Die erste dieser Art, von 
Hilbert selbst augeregt und durch iiat gefördert, liegt hier vor und ver- 
dient wegoi der FtUle neuer nngeliofltor Ergebnisse die Beaehtang aller 
Geometer, die dem logischen Aufbau ihrer WisBenscbaft Interesse entgegen- 
bringen. Zum VerstÄndnis dieser geistreichen Arbeit ist die Kenntnis der 
angeführten Uilbertscheu, auf der sie fuist, unbedingt erforderlich, und es 
ist denmaeh sehvierig, in wenigen Zeilen Uber ihren Inhalt m beriehtan. 

Hilbert hat (a. a. 0. § 12) gezeigt, dafs eine Geometrie existiert, in 
der alle Axiome der gew(5hnlichen Geometrie mit Au.snahme des Stetigkeits- 
axioms (Axiom des Archimedes) gelten.^) Er nennt eine solche Geometrie 
eme mdit-Ärdliimidikk« und beweist s. B. (a. a. 0. Kap. UI, rv ), dab die 
Lehre von den Stredkenproportionen und von den FUeheninhatten ebener 
Rguren in dieser Geometrie bestehen bleibt. 

Femer hat bekanntlich Legendre bei seinen Untersuchungen über das 
Fkialleleaaxiom (1833) die beiden wichtigen Sätze aufgestellt: 

1) In einem Dreieelc kann die Winkelsonune niemals gHtfser als 

2R sein. 

2) Wenn in einem Dreieck die Winkelsnmme — 2B ist^ so ist sie 

es in jedem Dreieck. 

Der Verfasser vorliegender Arbeit hat nun mitersucht, ob diese Sätze 
audi in einer Nieht-Ardmnednclieii Geometrie gelten, und ist zu dem Er- 
gebnis gelangt, dals der zweite Sats, bei dessen Beweis Legendre aus- 
drücklich das Stetigkeitsaxiom benutzt (vgl. Baltzer, Elem. d. Math., 2. Bd. 
IV. § 2, 10), unabhängig von diesem gilt, dafs hingegen zum Beweise des 
ersten Legendreschen Satzes das Stetigkeitsaxiom imbedingt nötig ist Zum 
Beweise der letaten Behanpfeimg krastmiert Dehn eine Geometrie^ die er 
eine ,,Nichf-Lc(/(^idreschr^^ nennt, in der alle Axiome mit Ausnahme des 
Euklidischen und Archimedischen gelten, und in der es durch jeden 
I'uukt zu einer Geraden unendlich viele nichtschneidende Geraden giebt; 
trotsdem*) hetrlgt dann die Winkelsumme in jedem Dreieck melir als 9S. 
Der erste Legendresdie 8ats ist also ohne Zuhüfenahme des Btetigkdts- 
axioms nnbcweisbar. 

ünter Voraussetzung dieses Axioms decken sich bekanntlich die drei 
venchiedenen Hypotheeen Uber Existoiz und Aniahl der Geraden, die dnrdh 
einen Punkt geben und eine gegebene Gerade nicht schneiden {eine, uncftdlidi 
vte/e, keine reeUe Nidttschneidende), mit den drei verschiedenen Hjpotheaen 

1) Ct. Veronese bat in seinem Werke, Orundzüge der Geumetrie, deutsch 
von A. Schepp, Leq;wig 18M, sieh ebenfalls mit dem Aufbau einer solchen Geo- 
metrie beschflyftigt 

8) Dab fBr den Fall der elliptiseheD Geometrie Legendres Beweii aeinee 
ersten Sataes die Oeltmig veriiert, bemerkt schon Baltser a. a. 0. Anmetknng. 
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fli^er die Gr8be der Winkebumiiw im Bnieek SiZ, < 2JB; > 8JR). Als 

Hauptergebnis der Dehn sehen Arbeit mttabte ich den Beweis dafür ansehen^ 
dals dies nicht mehr der Fall ist in einer Nicht-Archimedischen Geometrie. 
In einer solchen kann 2. B. das Parallelenaxiom nicht gelten und trotzdem 
die Winkelsninme in jedmi Dreiedc 3R betragen (Dehn» Semi-EMidiBdie 
Geometrie). „Es ergiebt sich also, dafs keiner der Sätze: Die Winkelsunune 
im Dreiefk hetriitrt zwei Rechte; die Ahstandskurve ist eine Gerade etc., mit 
dem Paralleienaxiom als äquivalent angesehen werden kann, und da£s 
Euklid mit der AnftteUang des Ftendlelenaadoms gerade das riditige traf." 

Schliefslich beweist Dehn noch die liöchst überraschende Thatsache, 
dass das Analogen des ersten Legen dreschen Satzes für den Fall der 
elliptischen Geometrie ohne Voraussetzung des Archimedischen Axioms gilt, 
nämlioh dafs in einer solchen Geometrie die Winkelsumme im Dreieck stets 
>2B fit 

Die Resultate seiner Untersuchungen über die Winkelsumme im Dreieck 
und über die Anzahl der durch einen Punkt gehenden und eine gegebene 
Gerade nicht schneidenden Geraden stellt der Verfasser in folgendem über- 
sicbilioiieB Sehema nmmman: 



Die Winkel- 
summe im 

Dreieck ht: 




MB Pnnkt giebl es n einer Oeraden; 




keine Parallele 


' eine Panllele 


miendlioh viele Parallelen 


>« 


EUiptiache 
Ctoometrie { 


(Uunfl^ielO 


Nicht^Legemlreache 


»SA 


(UnmOglieh) 


Euklidische 
Ctooinelne 


Send - Euklidische 
Oeomelrie 


<2Ä 


1 (Unmöglich) 


(Unmöghch) 


Hyperbolische Geometrie 



Der Gedankengang der Arbeit ist in rohen TTmrissen folgender. Aus 
einer Geometrie, in der die ALiiome der Verknüpfung und Anordnung sowie 
für die wirklichen Funkte und Geraden die Kongruenzaxiome gelten, wird 
diiMli Ansnichnuiig eines Ponktea 0 xmi nsoe Definitaoneii Uber Bträdten- 
und Winkelkongnienz (Pseudogleichheit) eine ^^mdogcomcirir"' abgeleitet, 
in der dann alle Axiome der gewöhnlichen Geometrie mit Ausnahme des 
Archimedischen Axioms gelten. Ks gelten daher in dieser Fseudogeometne 
auch alle vom Arohimedkcheu Aidom unabUlngigen SfttM dar Euldidisdien 
Geometrie. Insbesondere ist die Winkelsumme in jedem Dreieek pseudo- 
gleich 2Ä. Femer folgt unmittelbar die Giltigkeit des Pascalschen Satzes 
vom Sechseck im Winkeiraum. Mit dessen Hille kann aber die projektive 
Oeotmetrie (unabhBngig immer vom Ardhimedisoben Axiom) begrOndet und 
endlich bewiesen werden, dafs zwei (im Sinne der Sttgrunde gelegten (üeo- 
metrie) kongruente Punktquadrupel auf zwei Geraden pseudogleiche Doppel- 
verhftltnisse bilden. Daraus erschlielst Dehn den eigenartigen und für die 
Beirsiie der ebeo erwlhaten Besiebungen grundlegenden Sata: Übertrigt mau 
auf einer dnrdi 0 gelegten Geraden die Strecke OA kongruent naob AÄ^y 
und ist dam AA^ psendokleiner bsw. pseudogleicb oder pseadogrBlIwr als 
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OA^ so gilt dasselbe auch fttr jede andere durch 0 gehende Gerade und 
für jeilcn auf ihr lip^'endcri Punkt A. Aus diesem Sjitzc und dem obigen 
über die Winkelsumnie im Dreieck ergiebt sich dann unmittelbar der Beweis 
für den zweiten Legendreschen Satz in seiner verallgemeinerten Form. 
Zur Konatraktiaii der Nu^L^endradtm GwateM» geht Dehn tob der 
eingangs envühnton Nicht- Archimedischen Gcometrip Hilberts aus, legt 
eine elliptische Mafsbestimmung zugrunde, grenzt dann ein Gebiet ab, dessen 
l'uukto aiitiin als wirkliche Punkte betrachtet werden sollen, und beweist, 
da& für diese Geometrie alle Axiome mit Ausnahme des EnkUdiflehea und 
Arehimedischen gelten. Die hieraus wie oben abgeleitete Pseudogeometzie 
ist die Nicht-Tiependresche, weil in ihr der Legeudrescho Satz nicht gilt. 

Beim Studium der Abhandlung hatte ich an manchen Stellen den 
Wunaeh, der Yerfiuser bitte vns andi einen ESnblidr in die Analogen 
gewährt, die ihn bei seinen 15» irriffsbildungen, z, B. bei der Aufstellnug der 
Pseudogeometrie und Nicht- Legendreschen Geonipfrie, wahrscheinlich geleitet 
haben. £r hätte hierdurch das Yerstäudnis seiner Arbeit bedeutend 
erleichtert 

Königsberg L/¥r. E. MOllbb. 



Iluftiuer, Elementare Experimental-Phyaik für höhere JLehxanBtalten. 
Hannover. Verlag von Gebrüder Jineeke. 6 Binde. I. Mechanik fester 

K(ii[H 1 146 S. n. Mechanik flüssiger und gasf«jnniger Körper. 162 S. 
III. Akustik und Optik. 184 S. IV. Wärme und Keibun^^ktrioitiU. 

148 S. V. Magnetismus und Galvanismus. 178 S. 1901. 

Dem Verfasser Lst das 5 Bände umfassende Werk offenbar aus seinem 
Unterricht an der Eönigi Gewerbe-Akademie cv Ohemniti beransgewaehsen. 
Dafttr spricht einerseits die Betonnog der t-echnischen Einzelheiten, anderer» 
Seits eine Fülle von zahlenmäfsig ausgeführten Übungsaufgaben. Dafs letztere, 
soweit es anging, mit Zugrundelegung des C-O-S-Hyslania gelöst sind, kann 
als besonderer Vmzag des Buches angesehen werden. Audi in Beeng anf 
die Auswahl des StolIiM und «Ii« uutzung der neuesten Apparate und 
Versuchsanordnungen steht das Werk durchaus auf der Hölip Während so 
das Buch dem Schüler und auch dem vorgebildeten Lehrer zahlreiche An- 
regungen bietet und auch im Unterricht sicher entsprechende Erfolge zeitigt, 
ist andererseits die Atisdrucksweise besonders in den ersten beiden Bfinden, 
welche 'lio MiM'lianik dt-r festen, flüssigen und gusRSmiigen Körper behandeln, 
nicht immer korrekt und ein wandsfrei. Ich erwähne nur folgende Stellen: 
Bd. I S. 73: Beim Hebel wird kinetische Energie in potentielle Energie 
verwanden Dassdbe wird B. 85 von der Bolle anggssagi Bd. n S. 16: 
Einen KSrper kann man sich aus unendlieh vielen Idoien beetehend denken. 
Bd. n S. 76: 

1 

1 ^ - 0,99987487 ~ - 

10888 ^ " 
qm 

Auch die folgenden Bände sind, obwohl viel sorgfUtiger gearbeitet, von 
Irrtflmem nicht &eL Wir lesen s. B. Bd. III 8. 104: Ist das Auge senk- 
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nebt ttW dem Oeg«nataiide (unter Wasser), so riebt ee denselben an der 
l^fibt^an Stelle. Bd. IV S. 32 lautet eine Überschrift: ,^\us{lehnungs Koaffi- 
sienten dt-r Oase bei konstantom Volumen". Wenn auch die Berichtii,ning: 
„Druckzunahme-KoeffizieDt" oiunitielbar darauf folgt, so sollte nach der 
Ifeumng des Befbrenten eine oootndietio in adjecto in einem Lebrbadi 
jedenfalls vermieden werden. 

Mehr noch als in den vorhergehenden Bünden stellt sich der Verfasser 
in dem letzten Bande (Magnetismus und Galrauismus^ auf einen durchaus 



modernen Stan^nnkt Er bebandelt die Begriib: KjnrfOinien, FelArtftrke, 
magnetische PetmealnlitSt n. s. w. im C'&'S-Hjnbdm mit Zahlenbeispielen 

und Tabellen. Die elektrischen Mefsinstrumente sind durch sehr Obersicht- 
liche schematische Schaltungszeiehnungen erläutert; dasselbe gilt auch von 
den yerschiedeneu Typen der Dynamomaschine, besonders von der sonst 
recbt sdiwer Tenttadlichen Tnanmelwickelnng. Von den Erfindungen der 
neuesten Zeit erwähne ich nur die durch Zeichnung erläuterte Nemstlampe, 
den Weh nelt- Unterbrecher und die Abstimmung de.s Empfängers auf den 
Sender bei der I*\xnkentelegraphie. Der Ausdruck ist im ganzen korrekt. 
Von üngenauigkeiten fiel mir auf; 8. 19: „Die Isogonen geben dttrdi beide 
geographische und msgnstisehe Pole der Erde.'^ S. 90: „Je höher man die 
Temperatur eines Leiten irarden läJiBt, desto mehr lieht nnd desto weniger 
Wärme erhält man." 

Berlin. F. Bbkmek. 

Carl Friedrich GauTs. Werke. Achter Band. Herausgegeben von der 
kgL QsisllBobaft der WIsseasehaAen m CMtttiiigai. Lstprig 1900, 
B. G. Tenbner. 458 8. Mk. 24. 

„Der vorliegende achte Band von Gaufs' Werken giebt Ergänzungen zu 
den drei ersten Bünden und zum vierten Bande mit Ausnahme des geodä- 
tischen Teils. Er enthält unter den Abteilungen Arithmetik^ AncUysis und 
2}«Mwrifdkes Beämm eine Reihe einselner Notisen nnd Anftltie, die sieb 
nachtraglich in Gaufs' Nachlafs vorgefunden haben, aus der WdJirscheinUch- 
hätsrechnung hauptsächlich eine Anzahl Belege über die Ent/leckung der 
Methode der kleinsten Quadrate; ans der Geometrie Notizen und Briefe, die 
sieb auf die Grundlagen der Geometrie, die geomelria ritus, Lebrsitie nnd 
Aufgaben aus der elementaren Geometrie, die Yerwendung komplexer 
GrOfsen för die Geometrie und die Theorie der krummen Flächen bezichen". 

Der Band enthalt eine Fülle des Interessanten! So findet sich eine 
ans dem Jabre 1600 stammende Notiz Uber die Lirerrion des eüiptiseben 
Integrals erster Gattung, welche zu den interessantesten Untersuchungen gehört, 
welche Gaufs im Gebiet der elliptischen Funktionen angestellt hat. Nach- 
dem GauCs in einem vorher abgedruckten Brief an Bessel die Bedeutung 
der gamen transcendenten Funktionen betont hat, wird hier die Funktion f(ip\ 
welche spftter von Jacobi mit sin am beseichnet wurde, als Quotient 
zweier Funktionen dargestellt, dir Gaufs nnzweifclhafl in ihrer Eigenschaft 
als gante transcendente Funktionen erkannt hat^ Wie früh der Gedanke 
der Inversion, welcher für die spätere Entwicklung der Theorie der ellip- 
tisebsn Fnnktionen so bedevtnagsvoU geworden ist, bei Ganfii Wnriel ge> 
fafst hatte, dafOr spricht das iriditige Ergebnis, dafo ibm bsreits in ^ 
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nennnger Jahren des «chtBohnten Jahrkimderts die BeOienantwicUangen fttr 

die Nullwerte der dni geraden ThetafonktioiNii bekannt gewesen i^d. 7 
Die Lektüre von Möbius' baiycentrischem Calcul bringt Gaufs gleich- 
zeitig mit Qr aismann auf einen Gedanken, den er wie folgt einkleidet: 
^sr Wyoeiitrisdie Oalcnl findst sein Gegenstttek in «inem aadam (wessntp 
Uch noch nmfassendern) Calcul, den man den Resultantottolcal 116IU14II 
könnte. Sowie der erste sich mit Pimkten beschäftigt, in denen man schwere 
Massen voraussetzt, so wUrde letzterer zum Gegenstande haben Linieui in 
welchen Krftfto wirken. Sind a, 6, c, d n. s. w. sdlolie Linien, in deiMU, 
in jeder in hestimmtem flinn, Kräfte wirken, die den Zahlen 0, ^ d v. 8. w. 
inq^oitional sind, so wflide die Oleiohnng 

ata + /i( + 70 + + ^ >> v< 0 

bedeuten, dnlk diese Kftfte e i n ande r das Qleiehgewieht halten". Diese Unien 

sind bekanntlich nichts andere«; als das, was (Irafsmiinn Linienteüe nennt. 

Überraschende Aufschlüsse hifteu die Fragmente unter der Überschrift: 
Mutationen des Raumes. Gaufs hat sich bereits, wie später Hiomann, 
die kompleze y«riable g^s-^ if auf der Kogel ansgelnreitet gedacht nnd 
hat gewiifst, dafs sich die Dzehnngen der Kugel um ihren Mittelpunkt durch 
linear gebrochene Substitutionen von z darstellen. Er hat ferner, wie er 
sich ausdrückt, die „Mutationen des Raumes*^ d. h. die Drehungen des 
Raumes um den Koordinatenan&ngspunkt, verbunden mit einer allgemeinen 
Ahnlichkeitstransformation bereits 1819 dnrcb die vier Euler. sehen Parameter 
ausgedrückt. Den Komplex die.ser Parameter nennt tJaufs „Mutationsskala". 
Und er stellt auch die Formeln für die Komposition zweier Mutationsskaien 
an^ also für die Zusammensetzung zweier endlichen Drehungen und bemerkt 
ansdrfleklich, dalh diese Operation nidit etwa kmumutsÜT seil 

Berlin. E. Jimn. 



Karl Friedrich OauTH. General investigations of ourved surfaoes 

of 1827 and 1825. Tho Princeton University library 1902. 12G S. 

Der Band bringt an erster Stelle eine englische Ubersetzung der 
Gaufsschen Abhandlung: Disquisitiones generales cirua superficies curvas 
ans dem Jahre 1837 sowie der Ganfssdhen Selbstanaeage in den GKSttinger 
Nachrichten. Es folgen dann eine Reihe von Anmerkungen, die zum Teil 
der von Herrn A. Waugerin besorgten Ausgabe in Ostwalds Klassikern 
entlehnt sind. Weiter enthält der Band die nachgelassene Gaufs sehe 
Arbeit aus dem Jahre 1825, welche vor konem im achten Bande der 
Gaufsschen Werke zum ersten Male veröffentlicht worden ist Den BeschlnA 
bildet eine recht voUstftndige Bibliogra{»hie der allgemeinen FlUchentheorie. 

Berlin. £. Jahmxb. 



Felix MiUIer. Mathematisohes Vokabularium französisoh-deutsoh 
und deutsoh-franaöaisoh. 2 Teile. Leipzig 190U, 1901, B. G. Teubuer. 
814 8. geb. Mk. 30. 

Die mathematische Welt weüs dem Herausgeber dieser mflhevollen 
Arbeit besonderen Dank. Hatte doch die Zahl dar Knnstaosdrfloke in unserer 
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Wissenschaft seit Sylvesters Vorgehen eine bedrohliche Höhe erreicht, so 
dafe sich der Haagel einee mathematisehen Wörterbnchs mehr und mehr 

fühlbar machte. Der Herausgeber hatte ursprünglich ein solches geplant. 
Er hat es aber vorgezogen, seiner Sammlung zunächst das voiüsgende 
zweisprachige Vokabularium zu entnehmen. 

Was äe ISnrichtang des Btrahes betrifft, so bringt es nicht blos die 
Vokabel mit ihrer Übersetzung, sondern auch alle zusammonbrnsotzten Kunst- 
ansdnicke, also vollständige mathematische Begriffe nebst den entsprechenden 
firemdsprachlicheu Ausdrücken. ,,Dem Kunstworte sind zunächst in Klammem 
die den Begriff genauer bestiimiieBden Merkmale beigefügt. Eemer ist dnidi 
Angabe der Disziplinen, in welche die Knnstausdrücke gehSren, don Leser 
gleichsam schon eine vorläufige littt^rarische Orientierung über den ihm 
vielleicht gänzlich fremden Begriti' gegeben; er weils aus der bezüglichen 
Notix, da& er in einem die angegebene Disziplin behandelnden Kompendium 
oder Lehrbuch etwas hSheres Aber den fraglichen Begriff zu finden erwarten 
darf.** Der Wert des Werkes wird noch erhöht durch kurze historische 
Angaben über den Ursprung des Kunstausdruekes, nämlich Aber den Schöpfer 
des betreffenden Begriffes und die Zeit der Entstehung. 

Dab ein so umfangreiches Werk maacheriei Lttdcen anweisen wird, 
ist selbstyerst&ndlich. Und es dürfte dem Herausgeber nur erwünscht sein, 
wenn recht viele Mathematiker, jeder in seinem Spezialfach, das Vokabularium 
auf seine Vollständigkeit hin prüfen möchten. In diesem Sinne erlaubt 
sidi auch Beferent anf einige der KuBstaiudracke hinsoweiseii, welche er in 
dem Werk vsir]geibilieh gesDeht hat, beiw. dsran Ideiitittt iiiÄt klar genog 
hervorgehoben ist: 

Linicntöil (Grafsmann 1844)= linienfltichtiger Vektor (Budde) ■» Stab 

(H. Qrafsmaan d. J.) Punktvektor (Ujde) segment; 
FIldtenteiirGrafainanii^ «■ Blatt fOrafsmann d. J.) «> parall^logramme; 
Plangröfse (Grafsinaiiii) — Feld (Orafsmann d. J.) — Birektor — bi- 

vecteur; 

Spat (Grafsmann) — Trivektor — trivecteur; 

eines Vektors (Orafsman n) => complement oa index d'nn Teetsar} 
Grafsmanusche Methode ^ m^thode grassmannienne; 
äufseres Produkt ^Grafsmann^ = produit ext^rieur ou vectoriel; 
inneres n \ n ) = n Interieur ou scalaire = geo- 

metrisehes Fkodnkt — produit g^m^trique (Rcsal, SomofQ; 
progressive Multiplikation ^Orafsmann^ — mnltiplicatiott progresnve; 
regressive ^ \ n ) ~ i» regressive; 

ftufsere „ ^ exterieure; 

innere „ ( » ) ~ n int^rieure; 

Bezugsdreiedk «■ Mangle de rMnooe; Beragstetnodsr iknkän de 

r^f^enoa 

Berlin. E. JAmna. 



Francesco Brioschi. Opere matomatiohe. Tomo primo. Milano 1901, 

ü. HoepU. 416 S. 

Exrt dnt Jahre rind seit dem ICngang Vraneesco Brioschia Ter- 
stridien, und sdion liegt der erste Band seiner gesammelten W^e tot uns. 

11* 
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Diese BtimglcBit der Itafiener ist Ar daa Tftterlaad eines Kummer reeht 
beiehlmend. Ein solches Unternehmen kann mit Sicherheit auf den Dank 
der mathomafisohen Welt rechnen, sind doch die Arbeiten dee grofinn 
Italieners in zahlreiche Zeitschriften zerstreut 

Der Torliegende Band, der mit dem Kldnis Briosehis geaehmllokt 
iati enill&lt die iVrbcit«n aus den Jahren 1801 — 1858, welche in den Annft^i 
di Scienze Mateniatit'hi- e Fisiche und den Annali di Matematica pnra ed 
applicata, dor Fortsetzung der erstgenannten Zeitschrift, erschienen sind. 

Berlin. £. Jahnjul 



Meyer, W. Franz. Differential- und Integralreohnuzig, erster Band: 
PMteimtMwwilimmg. (Bd. X der „Sammlung Soliubert^). JLvm n. 
396 S. Leipng (Gflaeben) 1901. 

In diesem seinen neuesten Werke ist es dem hochgeachteten Verfasser 
gelungen, das vielbehandelte Gebiet der Elemente der höheren Matliemutik 
in eigenartiger Weise zur Darstellung zu bringen. Dies gilt so wühl in 
Anbefaraelit der AniwaU dee Stoffiei, ids aueh dm: Danfcellimg im einselnea. 
Der Geist, welcher in dem ersten vosn Vt rfasser herausgegebenen Bande der 
Enrykbjpädie herrscht, tritt uns auch hier entgegen. Mau kann ja die 
Differentialrechnung je nach dem Qrade der Ausbildung des Lesers oder 
nneli den Zwedien, denen die Lektflre dienen adl, in Mhr Teswhiedaier 
Art darstellen. Der Herr Verfasser hütte am liebsten fOmf verschiedoie 
Differentialrechnungen in seinem Werke dargestellt, was man bei seiner 
vielseitigen wissenschaftlichen Interessenuahme verstehen wird. Leider aber 
unterblieb dieser interessante nan, votnehmlich wohl nnt BSi^dit anf 
bnolildlndlerisohe Literessen. So wählte der Verfiuaer äm$iaägea Eingang, 
web.'ber seinen jetzt erreichten Anschauungen am meisten entsprach: Tint- 
wicklung der Grundbegriffe auf analytischer Basis unter Zurückdrängung der 
geometrischen Anschauung, exakte Grundlagen und schöne Ausführungen über 
OrendMgriff und Stetigkeit, ksin Eingehen mf uithm^behe Orundbegriilb. 

Zur Charakteristik der Stoffauswahl mögen noch folgende Bemerkungen 
dienen. Am Anfang dos Buches steht ein langes Kapitel, in dem einerseits 
Gegenstände der algebraischen An&lysis entwickelt werden (wohl mit Eück- 
sieht anf den Unutend, dab der Band der „Sammlung Sdinbert" fiber alge- 
braische Analysis noch ni< lit vorliegt), sowie andererseits „elementar" durch- 
führbare Quadratiuren dargestellt sind. Vielleicht werden auch diese 
AosfEÜuruugen bei einer späteren Neuauflage der algebraischen Analysis zu- 
gewiesen. An sich ist es ja reiloekand su ceigen, was Ar aehOne Au^fshen 
man scbun lösen kann, eJte man siah den eigentlichen Differentialalgürithnius 
aneignet. Aber schliefslicb kommen auch bei jenen Aufgaben Grundbegriffe 
der Differential- und Litegr&lrechnuug zur Geltung, wenn auch nur in ver^ 
kappter Vorm. Und gerade leteterer Umstand giebt der Behandlung jener 
Aufgaben etwas Eflnstliches, welchee den Durchschnittsleser an dieser Stelle 
doch nicht zur Selbständigkeit fülirt. Auch die Entgegnung liegt ja nahe, 
dafs wenigstens dies elementar Erreichbare geleistet werden solle, da die 
späteren Differentiationssätze nur zu häufig bei dem Schüler allein eine 
meehaniaehe und lufterlid» Einflbang finden. IfQehte dieser Pesdmiamufl 
vnbereohtigt ssinl lldoliten wir uns -viehnehr m Perrys Meinung hekenram 
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dafs seihst der Ingenieur (der auch heute noch leider rpcht häufig seine 
Mathematik als ein notwendiges Übel ansieht) die Frinhpien der höheren 
Analysis, und iwar diese redU gut^ kamen solll 

Ein wenig aufflUlig berührt das F' Iii* n der geometriechen Anwendungen 
der Differentialrechnung auf den Verlauf der Kurven und Flüchen. Diese 
Ausführungen gehören doch nun einmal seit lange zvm eisernen Bestand 
der IKfferentialrechiiiiiig, und de bieten zumal in Bflehern, die, wie das 
▼orUegende, tItaA nach der abstrakten Seite entwickelt sind, eine besonders 
willkommene und anregende Abwechslung. Da der Verfa-sspr sich diese 
Gegenstände für den zweiten, die Integralrechnung behandelnden Band vor- 
belUUt, so liegt die Vermutong nahe, dafs hier buchhändleriscbe Erwägungen 
über ümfuig und Handelswert des Bandes nutgespitMäien haben. Leider 
hat PS sich ja nun hier nicht so getroffen, dafs die Differentialrechnung da 
erschöpfend behandelt ist, wo der 25. Bogen des Buches zu Ende ist; und 
vielleicht hätten neben den eben angedeuteten kaulmäuuiächen Erwägungen, 
wenn aadera dieselben wirUioh bestanden luben, doch aadi wiflsensohaft^ 
liehe Überlegungen zur Geltung kommen sollen. 

Ein ganz besonders auszeichnender Charakter unseres Buches ist darin 
zu sehen, dafs dasselbe in ausfuhrlichster Weise auf FehkrbetraclUungen 
^geht. Wenn in dieser Hinsieht auch hie und da des Guten etwas su 
viel geschieht und der Verfasser in Gefahr eneheint, dem „Fehlerfanatismus** 
anheitn zu fallen, so wird sich dies schon von selbst bei einer Neuauflage 
ausgleichen. Auch kommt das gar nicht in Betracht, wenn man bedenkt, 
in welch' geringem ünfimge die LehtbAisber der DÜfarentiafawdmvng sonst 
anf Fehlerbetrachtnngen eingehen. Auch die Kriterien der Konvergenz der 
unendlichen Reihen und Produkte behandelt der Verfo-sser besonders reich- 
haltig und tiefdringend , in diesen Entwicklungen liegt sogar ein herror- 
ragender Wert des vorliegenden Buehes. 

AnweoduBgeii anf Hatarwissensehaft and Technik hat der VerfiMser 
nicht beabsichtigt, nachdem nonerdings in anderen Bficbem über höhere 
Analysis diese Richtunp besonders kultiviert ist. Fflr technische Hoch- 
schulen ist das Buch des Herrn Verfassers auch schon deshalb weniger ge- 
eignet, weil die Methodik desselben unter ZnrAdkdrftngnng der geometriaolisn 
Anschauung mehr nach der abstrakten Seite entwickelt ist Natflilidl 
würde auch der Studierende der Technik aus imserem Buche vieles lernen 
können. Indessen stellt das Studium der Technik schon gerade Anfordenmgen 
genng; und die Qnentbehxüohe Mathematik mnfli demnAek dem jungen 
Techniker so übermittelt werden, wie er sie unmittelbar ftr seine weiter- 
gehenden Zwecke gebrauchen kann. 

Um so mehr erscheint Herrn F. Mejers Werk für die Studierendon 
der Mathemalak im engeren Sinne geeignet Es ist dem Verfiuser gelangen, 
eine für diesen Zweck wertvolle und durch ahlieiohe eigenartige Züge aos^ 
geaeichnete Darsteliong der Differentialreehnnng sn liefern. 

Braimsdiweig. B. Fjucbb. 
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Forsyth, Theory of differential eqaatioxui. Part IT Ordinary equa- 
tioas, not linear. VoL II. Cambridge 1900. XI a. 344 S. VoL UL 
Cambridge 1900. X a. 391 8. 

Dbb Toriiegvnde Werk ist die ForCfletmng des unter gleichem Hanpt- 

titel 1890 erschienenen Part I, Exact Eqaations and Pfaff's Problem (s. das 
Beferat in der Zeitschr. t Math. u. Phys. Bd. 36. 1891. Hist-Ui Abt. 
a 190£) 

Der Titel öharaUeririert sohon in ttibr laMbnder Weise dem Inlult 
des gediegenen und umfangreichen Werkes. Bs handelt sich um gewSlm- 

liehe, nicht um partielle Differenfialgleichungen ; von den gewöhnlichen sind 
aber wiedenim die linearon noch für einen späteren besonderen Teil zurück- 
behalten. Es handelt sich um die Theorie der Differentialgleichungen, nicht 
um die einseinen Litegrationsmetlioden in ^»eiieUen FUlen, frsOicli andi 
nicht um ihre Zusammenfassung nach Lio. Den Gegenstand bildet also 
die funktionentheoretischfi Untersuchung dor gewöhnlichen Differential- 
gleichungen und Differentialgleichungssysteme mit Bücksicht auf die ver- 
schiadsnen Arten von nioht regolfiren Stellen und das Verhalten der Inte- 
grale daselbst, wie sie durch die Folge der Namen Gauchy, Briot und 
Bonquet, Fuchs, Poincare, Picard, Painlev^ gekennzeichnet wird, 
denen wir den JSiamen von Forsyth selbst hinzufügen dürfen. Auf einige 
Theorien, die mit Bfteksiciht auf den ümfang des Werkes inneriialb dieses 
Ilahmens noch fehlen, weist der Verfasser in einer Schlufsbemerkung tob 
Bd. III selbst hin. Abgesehen davon wird der Gegenstand in den an- 
gegebenen Grenzen mit grofser Gründlichkeit und Vollständigkeit behandelt, 
unter Yerwertang der bis in die neueste Zeit Vttfolgten und vom Verfasser 
selbst vielfach ergänzten Forschung. Die Darstellung ist klar und fafslidi, 
und eine grofse Zahl cbBraktoriatischer Beispiele erleichtert in höchst 
dankenswerter Weise das Verständnis der zum Teil sehr schwierigen Fragen. 
Sehr zu billigen ist es endlieh vom pädagogischen Standpunkt und im 
Literssse eines jeden Lesers, dalli Probleme, die sich auf mehr als eine ab* 
Ublgige Variable beziehen . stets nur an dem Falle ziccirr Variablen durch- 
geiÜirt werden, wenn der ganz allgemeine Fall keine neuen prinzipiellen 
Schwierigkeiten birgt. 

Band n heschrUnkt sieh auf Betraehtnng esner Diflteentialglmdrang 
«rsfar Ordnung, Band III behandelt Systeme von Differentialgleichungen 
erster Ordnung und Differentialgleichungen höherer als crsti^ Ordnung. Der 
Bihalt im einzelnen möge nachstehend in titularischer Kürze augegeben werden. 

Battd Ui Nannalformm von Büforeiilaalgldehmigen und Systemen. — 
Existtm der Integrale. — Klassen „nicht sfdinlrer" Punkte, die mit der 
Form der Di/f(rmtialglei(Jiung <T.<;/fr Ordnung wid (in der Ableitung) rrsU^n 
(xrades verknüpft sind: aufserwesentliche (accidental) und wesentliche 
(essential) BingnlaiUstsn, deren entere wieder in swei Arten zerfallen; ^— 
Einflufs der versddedenariigen singulären Stellen auf die Integrale. — 
Differmtialgh'khungm nsf'r Orihmnq tnul hrlithitjm Grades: Verzweigungs- 
punkte, die durch die Differentialgleichung selbst bestimmt sind (feste); — 
singulftre Lösungen; — Differentialgleichungen, deren Integrale keine ver- 
schiebbaren (parametric) Verzweigungspmikte haben; Resultate Ton Fuohs, 
Poincare, Picard, Wallenberg; — Differentialgldohmtgsn mit ein- 
deutigen und solche mit algebraischen Integralen. 
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BamJ III: T)iffn-nrfinlrjlc\rhungssys!tnm prster Ordnun/j, vorzugsweise 
mit zwei abhängigen Variabein, wo die AbleUungon cindnäige FiniJdinvcn 
der Variabein sind. — Redu;tierte Formen solcher Systeme j — singulare 
Wi iiy itome dar Variabdn; — Litegrale der ndiudertoii Fonneo. — Bygtsme 
von Differentialgleidumgea enter Ordnung, wo die AbleÜungen mehrdeutige 
FuHltionru der Variabein sind. — Singulare Lösungen. — Differential- 
gleichungen etceiter Ordnung und ersten Grades. — Differentialgleichangen 
fwdfer Ordnung nnd Mübigm Gradee. — DiflSsrentialgleiehtingen zweiter 
Ordnung mit scheinbar eindeutigen (sub- uniform) Integralen. 

Daa besonders ausführliche und viel Originelles enthaltende Srhluß- 
kapiki endlich stellt — von dem übhgen Inhalt des Werkes etwas isoliert 
— eine Art Ton Anhang dar. Oewinmmaftai mm Ersats dafür, dab bm 
Differentialgleichungen höherer Ordnung oder Differentialgleichungssystemen 
die Frage nach den algpbrais< hpn Integralen nicht filU^emoin bebandolt wurde, 
und sogleich als schöne Anwendung der Differentialgleichungstheorie wird 
Mar das ii*1Cibper-Froblem entwNikelt nnd in dem Brunsscfaen Theorem 
dn ißflckMeher AbieUnft des Qanien gefonden. 

Bonn, Juli 1901. L. Hwtbb. 

SrnMtO C68äro. Vorleamigen über Natürliche Geometrie*) (Lezioni 

di geometria intrinseca). Autori.sierte deutsche Ausgabe von Oerhard 
Kowalewski. 48 Fig. 341 Seiten. 8*^. Leipzig, B. G. Teubner. 1901. 
Geb. ML 13. 

Die deutadie &^[>raehe beritat keinen Anadmek, der den Inhalt des 
italisaiseben „intrinseco" YOlUsttndig wiederzugeben vermag. Die in Lexiken 

angegebene Verdeutschung „innerlich" i.st fflr die hier in Frage kommende 
Verbindung „Geometria intrinseca^' nicht anwendbar und wäre treffend 
hOebitens dnrth einen nmstfadHehen Passos, etwa „auf das innere Weeen 
der Sache gehend", zu umschreiben. Die vom Hei-ausgeber (wie auch von 
Herrn Lukat in der Übersetzung von Bianchis „Lezioni <\\ peometria 
differenziale") gebrauchte Bezeichnung „natürlich'' ist ein Notbebelf, wird 
aber dem Sinne im grollt nnd gansen gerecht loih weüh jedenftlls niditB 
Besseres anzugeben, möchte aber gleich zu Anfang bemerken, dafs der von 
Herrn Cesaro betretene Wrg ireometrischer üntersnrhuugen durchaus nicht 
der für den Anfänger emptehlenswerte „natürliche" ist Der Leser des 
Torli^enden Werkes wird vielmehr gründliche Kenntnisse der Kurven- und 
FUehentiieraie mitbringen müssen, wenn er in das YerstSndnis desselben 
erfblgrsidi eindringen wilL 



1) KnpUelübersiiht : I. Natürliche Diskuseion der ebenen Kurven. — II. Funda- 
mentaUbimeln für die nat. Analysis der ebenen Kurven. III l^emeikflnswerte 
ebene Emrfen. — lY. Ben'ihmng uid Oskolation. — V. D ie RoUkorven — Tl. Die 
Sohwerpiuikte. — YH. Baryoentriaebe Analyris. — YIH. Sobaien ebener Kurven. 

— IX. Gewundene Kurven und Regolfliichen. — X. Bemerkenswerte gewundene 
Kurven. — XI. Allgemeine Theorie der Flüchen. — XII. Übungen Aber die Flächen. 

— Xin. Infinitesimale Deformation dt r Flächen. — XIT. Die Kongruenzen. — 
XV. Die drei dime PBionalen Uänme. — XVI. Kurven in Übetiftnmen. — XVII. Cber- 
Ttame. — Xvill. Verschiedene Bemerkungen (über die Anwendung der Orafio 
mann^'t heil Zalilcn. Über das (ileich^'t-wii ht hii gsamer und nnavsddmbarer 
Fäden. — über die Klastizitttegleiohungen in Überräumen.). 
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„Das Wesen dieser Geometrie", sagt der Heraasgeber in seinem Vorwort, 
,,karz und enohttpfend zu obarakterisieren ist schwer. NeigatiT ttftt rick 

darüber sagen, daXs diese Geometrie fremdartige Elemente, wio sip in der 
gewöhnlichen analytischen Geometrie die Wahl eines hestimmten Coordinaten- 
gjsteuis in die Untersuchong hereinbringt, zu vermeiden hucht/^ 

UH Recht wird nidd hdnnpirt, dab da» nBatllrlidw** Yerftlmn im 
Sinne Casar es diese fremdartigen Elemente wirklich Termiede. Vielmehr 
erfährt deren Anwendung nur eine prinzipielle Einschränkung, Um diese 
besser darstellen zu können, wollen wir die „natüiliche Metbode'* mit den 
UasBiflehen der Differentialgeometrie Tergleifllieii, wobm wir unter Über- 
gebung der ebenen sogleich die rHumlichen Formen betrachten. Welche 
Modifikationen för die Ebene eintreten, dürfte ohne weiteres zu übersehen 
sein, so daCs ich speziell auszuführende Beispiele der ebenen Geometrie 
^itttfllmieD fcimi*- 

Bei dem Uasdiehen Verfahren denkt man sich einen Punkt P durch 
seine Koordinaten x, »/, r inbezug auf ein festes orthogonales Cartesisches 
Koordinatensystem dargestellt; in 1* befinde sich der Scheitel eines orthogonalen 
Trieden mit den Bichtungskosinus JS^ , (• — 1, 2, 3). Bei einer infini- 

teiimalea Bewegung des Triedeiy Tenddibt lieh Pnm äi^Yds^ -j- dy* + d 
gldchzeitig führt das Trieder dni Botationm ««.»X^ - d Y^^^Z^- dZ^ 

um spine Achsen aus. (Es ist Pj^= — p^^, (>,■,•= 0.) Dicsf Äu^drürl-r r?.s und 
sind von der Lage des festen räunUichen KoordimUcnsjfstetns unabhängig. 
Der Obergang von den za den TOllmlit rieh durah Integration des 
Syatemi 

(1) (*'U%n, 

welches sich in bekannter Weise auf eine einzige totale Rircatische Differential- 
gleichong reduzieren l&Ist^) Infolge der in der Kurvcutheorie und Flächen- 
theoirie llbliehen Spenaliaerungen des Trieders ergeben sieh in beiden 
Disziplinen die x, jr, M nadl Emittlung der durch Quadraturen. 

Bei Betrachtung einer Kurve Isfst man das Trieder sich so bewegen, 
dals seine Achsen Tangeute, Bi- und Hauptnormale der Kurve sind. Dadurch 
werden die Bolftümien beriehHch sleieh 0, »da nnd %ds, wo » die Erftmmung, 
T die Torrion ist Die Foimeln (1) täaä dann die sogenannten Frenetiehen 
Formeln. 

Bei Betrachtung einer Fläche wählt nuin als Achse mit den Cosinus 
X,, r,, die fUdiennonttale. IKe beiden andent Aehseo des Triedeis 
bwehreiben dann zwei orthogonale Kvrvensysteme anf der Fläche, die man 

häufig durch die Krümmunpslinieri ersetzt Während die französischen 
Mathematiker hauptsächlich mit den Rotationen des Trieders arbeiten, wird 
von Deutäcben und Italienem die „zweite Fund&mentalform" dxdX^ -\-dydY^ 
+ dMdZg beromigt, wodnroh Äe Integrabüitttsbedxngangen von (1) die 

bekannte Codaz zische Form annehmen.*) 

Unsere bisher üblichen Mf>thnderi gehen also zwar von einem festen 
räumlicheu Koordinatensystem aus, sind aber mit ihren wesentlichen Hilfs- 

1) Vgl. Darboax: Ije9on8 de p^omi'^trie diflFerentielle, Bd. I. Kap. I — VIII. 
2^ Der Zuttammenhang beider Methoden ist sehr einfach, aber m. £. von den 
nur Zeit am meiaten gelesenen Lehibflehsm niebft fc*»**»«*— ^ betont D. Bet 
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mittebi gcdaaUifli md ÜMinwl von ämwäbm «mbUiigig. Herr Oeskro nun 

erreicht durch spine Methoden eine röJJifjr Au^^srliallunn ihr fiMni KooriVinnten 
von Anfang an. Dagegen bleibt, auf den Kurven als natürliche Koordinate 
die You eiaeiu tcillkürlidiw Punkt &wi gür&cbuote liugonläuge, aut' den 
Flidien ein wiIZiMrfidkes, nr Orientiflnnig ffisnendee Ofi^ogcmäe» Korven- 
sjsiem. L&ngs der Kurve bewegt sich auch bei Herrn Cesaro das erwähnte 
Fundamentaltrieder, ebenso längs der Fläche das aus der Fl&chennormale 
und den Tangenten der Koordinatenünien gebildete Trieder. 

Der charakteristisdie Gedanke der „nattrliehen Gteometne** beifeelit nun 
darin, dafs die Funkte des Baumee dimdi cartesische Koordinaten ff, » 
auf das bewegliche Trieder bezogen werden. Es sind daher diese x, »/. r 
keine Konstanten, sondern Futiktiotien der OrietUieruMffskoordinateti auf dem 
hetntehielm Cl^aUÜe. Bie Bedingungen dafür, dalb ein Punkt ff, s eine 
feste Lage zu dem betrachteten Gebilde besitze, werden als Fundamental- 
formeln der natiirlichen Analysis dieses Gobiides bezeichnet. Als Hpezioll(>s 
Beispiel wollen wir die FundamentaUbrmeln for die Analysis der ebenen 
Kurve» abkiten. 

Wird ein Koordinatensjftem in Baoirinng der »- besv. y-Koordinate um 

die Strecken a, bezw. b verschoben und um den Winkel a gedreht (in 
demjenigen Sinne, der die Ä'- in die }'- Achse ttherfilhrt), so sind die 
Koordinaten x\ y' des Punktes x, y iubezug aut die neue Lage der Achsen: 
9i — (« — a) 008« + (y — 6) ^ — (« — «) «in a + (y — 6) coe«. 

Berteht das Koordinatensystem aus Tangente (X-Achse) and Nonnale 
einer Kurr«) so ist bei infinitesimaler Verschiebung: a =» d«, 6 » 0, COS « — 1, 

sin « » ~, wo f der Krflmmungaradiua; daher wird 

IKee sind die gewflnschten Formeln. Analog werden die Banmkimren 

behandelt. Indem man deren Fundamentalformeln erweitert für den Fall, 
dafs zvviM heliehitje, zu einander senkrechte Normalen an Stelle der Haupt- 
und Binormale treten, erhält man fast unmittelbar die Fundamentalformeln 
der Fl&chentheorie dorcli Nebeneinandersetzen derer für die Koordinatenlinien. 
Becttglioh der Geetalt der Fundamentalformeln ist ni bemerken, dafs, wie in 
(2), die Ableitungen der x, y, z nach den Bogenlängen der Koordinatcnlinien 
lineare Funktionen der j, f/, z sellist sind. Die Koeffizienten dieser Funktionen 
sind im wesentlichen bei den iiuumkurven iiLrümmung und Torsion, bei den 
Fliehen Nonualkrflmnning, geodfttiselie Erflmmung und geotttisdio Toniom 
der Koordinatenlinien. Bei den llftchentheoretischen Formeln eigeben sidi 
noch 3 Tntegrabilitätsbedingnngen, analog den Co dazzi sehen; sie werden 
auch als „Codazzische'* bezeichnet. Ich muDs sie unten mit den eigentlichen 
„Codassiaohen" Teijgleiehen und werde sie dann nCeskro-Godassische** 
Formeln nennen. 

Analog gebildete „Unverschieblichkeitsbedingungen" werden noch benutzt 
beim Studium orthogonaler Systeme in der £bene und in dreidimensionalen 
Blnmen, bei geradlinigen KongmenMo und Eurren in Übeniomen. 

In der Theorie der Kurven tritt noch ein zweifer Oedanke in den 
Vordeignindi der zwar nicht neu, aber doch mit solcher Konsequenz und 
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in solchem ümfiuige noch nicht angewandt worden ist Man kann bekanntlioih 
Torsion r und Flexion x einer Kurve beliebig als Funktionen der Bogen- 
länge vorschreiben. Dadurch ist die Kurve ihrer Gestalt und Gröiise nach 
eindeatig bestiinmi Herr Getkro nennt daher die Gleiebiingen x(s), 
« — «(s) oder nrai mit diesen Sqoiralente f{%, t, s) 0, (/(x, r, s) o 
die „natürlichen Oloirbuntren" dpr Kurve und zeigt, wie dicfielben mit den 
Methoden der natürlichen Geometrie, d. h. ohne festes Koordinatensystem 
dizekt sulwiokBlt wwden ktanen. 

Ich greife das einfachste Beispiel heraus: Gesucht die natürliche Gleidiung 
des geometrischen Ortes eller Punkte, die von einea| fsskea Punkt M dm 
Abstand a haben. 

Sind X, y die Koordinaten von Jf, so iat + » a'. Eliminiert 
man hieraus und ane den Glmdrangen (2) « und y , so liil^ ^ o. (bt 
umgekehrt q =• const, so zeigen die ünverschieUidikeitabedingnngen, da& 

der Punkt x = 0, y Q eine tVst« Latro hat.) 

Ein weiteres, sehr einfaches Beispiel mag eiueu speziellen Vonng der 
natdrUohen Gleioknng Teranscbaulielien: 

Wenn man aus der nattbrlichen Gleichung der Cykloide (^*+ »*) 
nach den Methoden des Verfassers die ihrer Evolute bildet, so erhält man 
wieder dieselbe Gleichung. Bei der üblichen Darstellung in unseren Lehr- 
bOehem trt der Nadiweuit ^« Bvohrte der GyUoide eine kongraente 
Cykloide ist, an eine Koordinatcntranafonuation gebunden, die, so einfach 
und naheliegend sie ist, doch den Clmrakter eines Kunstgriffs trägt. Dafilr 
liefert sie allerdings den nötigen AufschloIiB über die Lage der Evolute, 
die in der natfliliiÄen Geometrie eine geeooderte Betraditimg beanspmelii 

Zu beachten ist noeh, dafs zu einer Karre unendlich viele natürliche 
Gleichungen poh<'irr>n, dn man die Bogenlänge von einem beliebigen Punkt 
aus rechnen kann. £s wäre daher noch „natürlicher^', die Kurve durch ein 
Gleichungssystem i» -= f{ik)d%^ g{%^ r) — 0 oder % — x(<), t = t(/), da — a{f}dt 
m char^rterisieren. 

Ferner ist bemerkenswert, dafs die natürlichen Gleichungen dem Charakter 
der Kurven oft wenig gerecht werden. Die der Kegelschnitte enthalten 
elliptische Integrale'), dagegen lüfst die oben angeführte Gleichung der 
QfUoide den peiiodiaeben Oharakter der Kurve nickt erkennen, weil lie 
über die Spitze hinaus nur analytisch fortgesetzt werden kann, indem die 
Bogenlänge das Zeirhon wechselt. Die Behandlung dieser und ihnlioher 
Fragen läfst au Gründlichkeit zu wünschen übrig. 

In der FUk^entheorie giebt es kein Analogon m den natOrlidien 
GleichuHj^en. Denn die in den Fnndamentalformeln auftretenden Krümmungen 
sind nicht, wie bei den Kurven, willkürliche, sondern durch die Cesaro- 
Codaz zischen Formeln miteinander verknüpfte Funktionen. Sieht man von 
diesem Hindernis ab, so bleibt die weitgehende Willkür des Ko<Nrdinaten- 
sjsiems: die erwähnton Krümmungen bestimmen zwar die FUdie der Gestalt 
nach eindeutig; der Verfasser giebt aber kein Kriterium an, um zu entscheiden, 
ob zwei Flächen geometrisch oder nur formal ver.%>hieden sind. Es bleibt 
infolgedessen unUsTf wie eine Flicke mit den HOlfonitteln der natürlichen 
Geometrie aaalylaaeh dargestellt werden soll, und daraus eri^ebt sidi natur- 



1) Ausgenommen aelbstrerstftndlioh die der PaiabeL 
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gandUs der Mangel emei Fkini^, vm gaomstrisolM ProUeme ndmonsidi 

m tomnlieren. Als Beispiel eines solchen Problems sei erwlihnt die Be- 
■tumnnng aller Flächen, die auf eine gegebene abwickelbar sind. ^) 

In den Übungen zur Flächentheorie macht der Verfasser den Versuch, 
in BpesidUen FIUmi m analTtisehen Darstellungen dnrdizndringen. Dies 
liagt I. B. bai den Botalionsflächen nahe. Aber die auf S. 228 ausgesprodume 
Behauptung, es gentige, die natürliche Gleichung des Meridians zu bestimmen, 
ist nicht einwandfrei, da man auch die Botationsachse kennen muüs. Dement- 
■praohend miiA der anf B. 386 gegebana Beweis flir dia Abwiekelbarkeit 
der Wendelfläche auf das Katenoid mgbizt werden. Über die allgemeine 
Schraubenfläche ist übrigens nichts angegeben. Es mag wohl seinen Grund 
darin haben, dals man, um die Methoden des Verfassers anwenden zu 
kOnnen, erst swa avthogooala Enrransdiareii haben mnft. Dagegen rind 
die Wein garten sehen Flachen lelatiT anaflUirliah behandelt 

Die vorstehenden .\tisfnhrnngen lassen erkennen, dafs den Methoden 
der „natürlichen Geometrie''' auf fiftchentheorctischem Gebiete weitgehende 
Schranken gesetzt sind; wenn daher der Übersetzer in seinem Vorwort 
sagi: ^ wflrda gans vimffglioh saia, dna derartige FflUa geometriaehar 
Thatsachen, wie sie hier geboten wird, in so eleganter Weise unter Benutzung 
anderer Methoden zu gewinnen", so kann ich dieser Ansicht nur energisch 
widersprechen, ganz abgesehen davon, dals kategorische Behauptungen über 
ainan so sabjektiTeii Begriff, wie „Eleganz**, Imdht ro bestrritan und aehivar 
m verfechten sind. 

Es kommt zu den Un/uliuiglichkoitpn d«r Methode noch ein anderer, 
die Lektüre des Werkes erschwerender Umstand hinzu: das ist die über- 
triebene Kflnse der Sehreibweise. Sie ist wohl der Absieht entsprungen, 
die Einfachheit der Methode ins roolite Licht zu rücken, hat aber zu dem 
Fobl- r ;.'efQbrt, dafs die leitenden Ideen und Fonnalismen ') nicht mit der 
genügenden Betonung herausgearbeitet sind. Stellenweise mangelt sogar 
^a ^rKcision, wofBr ioh ab Belegstelle die Eittvterung der Fundanmifol- 
foimeln auf S. 169 nennen will. Endlich ist nirgends der Zusammenhang 
mit den klassischen Methoden berührt, der für die Übersichtlichkeit von 
grofsem Vorteil wäre, da der Leser mit diesen Methoden ohnehin vertraut 
sein mnfs. Es bedarf kaum eines Hinweises darauf, daJs eine organische 
Dorohdringang beider Mathoden Uber die soeben berührten Schrankan anf 
flftchentheoretischem Gebiete am einfaclisten hinweghelfen würde. Sehr be- 
zeichnend ist hierfür die Benennunj^ der oljen erwähnten Cesaro-Codazzischen 
Formeln ohne irgend einen Nachweis ihres Zusammenhangs mit den eigent- 
liahen Oodaisisohan Bedingungen. Anoh ist nieht ohne wettarea sa er* 
sehen, ob und wie die Bestimmung aller Biegungen einer FlSche anf die 
Integration der Cesaro-Codazzischen Formeln (analog wie auf die der 
gewöhnlichen Godazzischen) hinausläuft. 

Idi habe auf die MSngel des Bndhies hingewiesen, nm nieht durch 
einseitige Betonung seiner Vor/.üge zu unbaraditigfeBn Erwartungen und daraus 
folgenden Entt&usohnngen Veranlassung su gaben. Vor Überschätzung dar 

1) Als Krlti^rium der Abwickelbarkeit verwendet der Verfaasor die fTjcr- 
einrtimmung der Linienelemente, ohne aber anziehen, wie man bei veisohiedenen 
I^K»rdiBateB*7stemen die Aquiwens das Linieaeuniente konstatieri 

1) Bsispiflbweise die Opamtioos-Uantittton & 199, 110. 
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iionen. 



Tragweite seiner Ideen warnt Abrigviu der Yorftinoor selbst in vornehmer 
Wpäsp durch sein Motto; Jifon ywn n'«ft pM grftnd, maU je bois dein 

mou verre." 

Allen seinen Mängeln zum Trotz nimmt das Weric in der zeitgenössischen 
Litteratur eine besondere Stellung ein dnrdi die Eigenart seiner Methoden 
und Gesichtspunkte, «lif Kfirzf der Rechnungen tin<l dio Ftllle von Anregungen, 
die es, besonders in den 10 ersten Kapiteln, bietet. Es kann daher allen, 
die sich eingehend mit Differentialgeometrie beschäftigen und genügende 
Vorimniitniiwe besitzen, nm die Bohwierigkeiten der Lektttre nidit zn sdieneii, 
nnr wem empfoUea werden. 



6. Veronese. Noiioiii elementnl di Oeometria intuitive ad uso 
dei siiiiuMl inftgdorL Yeron» — Fnttelli Dnieker — Padore 1901. 

Veronsee hat bekanitllioii mn Lehrbuch der Geometrie (Elementi di 

Geomctria) verfafst, das sowohl den Bedürfnissen der Schule als auch den 
Anforderungen an wissenschaftliche Strenge in hohem MaCse zu genügen 
sucht. (Vgl. die ausführliche Inhaltsangabe vuu Thieuie in seiner Prograuun- 
abhaadlimg: „Die ümgettaltong der Bleiiientargeoiiiefarie^ Posen 1900). 
Dieses Lehrbuch ist ftir das Ohergymnasiom bestimmt. Für das ünter- 
gjmnasiura schreiben dio italienischen Lehrplftne einen auf drei Klassen 
▼erteilten propädeutischen Kursus vor, in welchem zu behandeln sind 1) die 
wiehtigsten geomefarisohen Gebilde (Punkt, Gerade, Ebene, Kreis, Polygon, 
Polyeder, Cy linder, Kegel nnd Kugel) in anschaulieber, elementarer Dar- 
st+'llung, 2) Messung der Linien, Winkel und Körper, 3^ dio einfachsten 
geometrischen Konstruktionen. Der vorliegende Leitfaden schlieÜBt sich 
äeeem Lehrplan durehans an und behandelt dabei den Stoff in dner 
Weise, die auf das ersterwähnte Lehrbuch vortrefflich vorbereitet, indem er 
die empirisch gefundenen Eigenscliaften der geometrischen (rebilde in der- 
selben Art und Form darstellt, wie sie nachher in streng logischen Definitionen 
nnd Beweisen entwickelt werden. 



TiTanti^ Giulio. Teoria delle fuxutioui aaalitiche. Ulrico Hoepli 
(Maanali HoeplL Serie seientifiea 818 — 813) Ifilaao, 1901. Vm n. 

427 S. 3 Lire. 

Die Tlieorie der analytischen Funktionen ist aus der Entwickelung 
der Differential- u. Integralrechnung im Gebiet der komplexen Gröfsen ent- 
standen, aber durch die Untersuchungen von Weierstrafs zu einer Fortsetzung 
der Arithmetik nnd Algehm geworden, nnd in elementarer Wose llflit sie 
rioh nnabhängig von der Infinitesimalrechnung entwiokeln. Nach dieser 
Methode von Weierstrafs ist das vorliegende Werk bearbeitet. 

Ein einleitender erster Teil behandelt die Lehre von den Punktmengen 
nnd den traosfinitm Zahlen, wie rie besonders von Herrn G. Oantor ent^ 
wickelt ist. Der zweite Teil führt uns in die eigentliche Funktionentheorie 
ein, mit den Definitionen der oberen Oreme und des Maiirnnrns beginnend. 



Oharlottenborg, April 1902. 



GbEBARD Hb88EMBEE0. 



Berlin. 



G. Fabbbib. 
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Die Eigensehiften der Potensreiben und ihrsr abg«leit«teii werden anfgenieliti 

und die Lehre der analytischen Funktionen wird darauf gi grüudet, indem 
XOn&chst die analytische Fortsetzung einer Funktion besproi licn uud der 
Lfturentsche Satz nachgewiesen wird. Nachdem im besonderen die rationalen 
FOttlclioneii als analytische Fnnlctioiieii betraebtflt worden lind, werden die 
letsteren nach der Art ihrer Singulariüten (unwesentliche und wesentliche) 
eingeteilt und bpBond(>rs eingehend die Fmüdionein mit dem Ohacaktar einer 
ganzen Funktion behandelt. 

Da die Theorie derselben bis heute noch in manchen Punkten unvoll- 
sUadl^ andere aioh nleht in elementarer Wekn entfriekeln laiaen, fBgt 
der Herr Verfasser einen dritten Teil an, den er Komplemente der Theorie 
der analytischen Funktionen nennt, und in den er die Resultate der neueren 
Untersuchungen aufgenommen hat, die freilich vielfach ohne Beweis angegeben 
sind. Poincar j ist es, der dnrch seme Arbeitm in dm Jaliren 1889 und 
1683 einen neuen Weg geSffiiet hat, auf dem zahlreiche Probleme zu lösen 
sind, die die Theorie der ganzen Funktionen darbietet. Die hauptsächlichsten 
hierher gehörigen Sätse von Poincare, Hadamard u.a. werden angegeben, 
sodann folgen die bedeutendsten Ergebnisse Uber die arittmietisdie Dantellnng 
der analytimben Fonktioncn, Funktionen mit beschrSnktem Konvergenzbereich, 
Erweiterung der analytischen Fortsetzung, Bezielmnfjen zwischen den Singu- 
larit&teu zweier analytischen Funktionen und Betrachtungen Uber die Ver- 
teilung der Singularit&ten einer Potenzreihe auf der Peripherie des Eonyergons- 
kreises. Teilweise sind die Sfttze durch Beispiele nlber etittntert. — Diese 
EUltze gehen dem Leser „einen Aus^bück darauf, was noch zu thun ist, wie 
viel neue und fruchtbare Felder geöffnet sind der Bethütigung der jüngeren 
Analytiker'^ und sind somit eine wertvolle Ergänzung des Buches; fär die 
methodisebe Entwiekdnng kommen sie mobt in Befaraeht. Diese ist in den 
beiden ersten Kapiteln enthalten, und inbetreff derselben darf behauptet 
werden, dafs der behandelte Stoff in streng methodischer Weise bei klarer 
Darstellung entwickelt ist, und dals daher das Buch recht geeignet ist, in 
die ekmentare Theorie der anafytisdien Funktionen dniuAhren. 

Als eine wertvolle Ergänzung ist es anzusehen, dafs die zitierten 
Schriften (etwa 200) in Obersichtlicher alphabetischer Reihenfolge dem 
Buche angefügt sind. 

Chemnitz. H. Wuom&ou. 

Lorey, Wilhelm, über das geometrieohe Mittel, insbesondere über 
•ine dadurdh bewlAte AnnKherong kobiMlMr Irrationalitftten. 

Wissenschaftliche Beilage zum Jahresberioht des Bealgymaauums i. B. 

mit Realschule in Remscheid. 4*^. 27 S. 

Unter den unendlichen Prozessen der Mittelbildung ist das arithmetisch- 
geometrische Mittel von Gaufs am bekauutesteu. Das hier vorliegende 
Scbriftcben besoMfÜgt sieh mit der fortgesetsten Bildimg dss geometriseben 
ICttels allein. Sind und swei positive reelle GrObm, so wird gesetzt 

Oj = y^flj r/j, 11^ V"i<'':^ ■ • 1 f'x 1 "x^ 2 Grenzwert wird durch 

Differenzengleichuiigen, von denen das zum Verständnis Notwendige abgeleitet 

wird, gefunden: lim = V<*iu|, es wird also „durch Uieseu Prozess des 
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geometriBchen IGtteli eine knbisdie IimHpmKWt aagflniliart durch eine Kette 

quadratischer Irrationalitäten". Vorher wird als Beispiel einer Anwendung 
der Theorie der Diflferenzeii|^«ichiiiigQn das arithmetische Mittel benutzt und 

die »HB Mftrkoffs Differemenrftflhmmg bekannte FomMl üb « ^* "jj^* 

hergeleitet, hier aber einfacher als dort. Als ein weiterer Fall der Annäherung 

kubischer Irrationalitäten durch quadratische t'rpicht sich das delische Problem 
der WürtV'lverdoppelung, und dann wird der allgemeine Fall des geometrischen 

n , 

Mittels aus n positiven reellen UröIiBen a^^.^ y<>i|0«_i * ■ * 0j und allgemein 

n 

es wird also durch den Prozess der Bildung piner Kette nter Wurzeln die 
Wn-f- 1) 

^ ■ te Wurzel angenähert. Den SchiuTs bildet die Beantwortung der 

Frage: Kann durch den Prozess des geometrischen Mittels jede zwischen r?j 
und liegende Zahl als Grenzwert dargestellt werden, wenn man das 
geometrisehe Ifltfeel xwiwdiem dem letsten Nttunii^pnreite wA irgend einer 
der vorher berechneten Zahlen nimmt? Mit Hülfe dar Ifangenlelire stellt 
sich heraus, dab dieses nicht der Fall ist 

Chemnits. H. Willwod. 

Gaspard Monge. Darstellende Geometrie (1798). tiborsot/t und heraus- 
gegeben von K. Huulsner. Leipzig 1900, W. Engelmann. 217 8. 
(Ostwald'a Kkusiker Nr. 117.) 

Bei der Bedentnng, weldie die darstellende GeometiiA fttr wüte Bem^ 
kreise hat und bei der erhöhten Aufmerksamkeit, die ihr neuerdings auch 

an unsem Universitäten zu Teil wird, wird man dem Herausgeber fllr die 
erste deutsche Ausgabe von Monges Vorlesungen grofsen Dank wissen. 
Bildet doch die giforntoie desciq^Te noch heute die wissensehaftfidie Grund- 
lage der darstellenden Geomefai« und bietet sie ancfa heute noch dem 
Lehrer dip<^ps Wissenszweiges ein Vorbild, das an Eletranz, Klarheit und 
Formvolleadung unerreicht dasteht. Für die vorliegende Übersetzung ist 
die Ausgabe yon 1798/9 benutzt, weil diese einersttts als von Monge 
selbst redigiert zu betrachten und andererseits die erste selbständige Bodb- 
ausgabe ist. Von den Supplementen, welche den späterpn Ausgaben an- 
gehängt sLad, ist keines, auch nicht das von Brisson verfasste autgenommen 
wotdm. 

In einem Anhang giebt der Heraosgeber eine Beihe toh Textamner- 
hnngen, welche mannhwn Stodierenden redht willkommen sein werden. 

Berlin. £. 
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t ÄJtXgfSbm und Leluvltm. LSsiuigii. 

A. AiifKAbcn and Lehrsfttjte. 

62. Dem bekaont«n Satze ttü* die Karren IL Klasse: „Werden durch 
«aen Braimpaiikt F dner Kurre n. KImw ft" £e beiden StnUen Baoh 

den Berührungspunkten zweier Tangenten von gelegt, so h&lftet der Strahl, 
welcher F mit dem Schnittpunkte dieser Tangenten verbindet, einen Winicel 
jener beiden Strahlen", steht ein leicht zu beweisender, analoger Satz für 
die Flächen II. Klasse nur Seite. £r lautet: „Werden dorch eine Tangente f 
eoMT FokaUaar? e einer FUelie IL Klasse die beiden TaagentinlebeneB an 
einen KegelBebnitt von JT' gelegt, so halft€>t die Ebene, welche f mit dem 
Mittelpunkte des Ä'* lllngs diesem Kepelschnitto umschriebenen Strahlenkegels 
verbindet, einen Winkel jener beiden Tangentialebenen. 

BeiAs 8itn sind 8<uidecfU]o zwei«: allgemeineren SMie. Wie lantni 
die einfachen Beweise aller dru? 

Berlin. Stahibulus Jolubs. 



63. Nach einer von Maurice Leblanc und Galileo Ferraris auf- 
gestellten Theorie kann man sich von dem Verhalten des asynchronen Ein- 
yhasemtwtors Bechenschaft geben, wenn man sich ihn durch zwei halb so 
groÜM meehanisch gekuppelte asynchrone Mehrphasenmotoren enetat denkt, 
die so hinter einander geschaltet sind, dafs ihre Drehfelder entgegengesetzten 
Drehungssinn haben. Zeichnet man nun für jrdrn dieser beiden Mehrphasen- 
motoren das heute in der £iektrotecliuik allgemeiu benutzte Diagramm der 
magnetiadien SUdsr (d. h. der Lidnktionalimenialilen J'idii ■ c/Q), so kommt 
man auf folgende geomäriBche AufytAei 

In dem rechtwinkeligen Dreieck ist die eine Katbete Cj dtirch 

den Punkt im Verhältnis x : 1 geteilt. Es wird darauf A^^ parallel 
und gleich Ä^B^ gezogen, ttber A^B^ als Hypotenuse wird ein recht- 
winkeliges Dieiedc A^B^C^ so gezeichnet, dab 

tg C\ + igB^A^C^ =, 2 • tgd =- const 

ist. Die Kathete C^B^ dieses neuen rechtwinkeligen Dreiecks werde durch 
den Punkt A^ auch im Verhältnis t : 1 geteilt. Welches sind dann die 
geometrischen örter für die Punkte A^, C^, B^, C',, i^,, wenn die Punkte 
Äi und all feaUiegend, die Stredto .i, Jl, also als konstaat beteaciitet 
wild? 
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Venoucbte Mitteilungen. 



Die physUnliflche Bedeatong der r^gnr iit dum im waatntlicben diese: 
Die Streoktt A^A^ ist «in Mab für die konsteate Netupannung /@j <U, 

die Strecke 

— I y^ ein Ma£s für deu 

den der Motor 

dem Ijeitungsnetz 
der Wechselstrom - 
zentrale entnimmt, 
der Sinus des 
Winkeb B^A^A^ 
ist gleich dem 

Leistungsfaktor cos 9) des Motors, der Tangens des Winkels B^A^C^ ist 
«n ISmü Ar die Schlflpfong s des SekondtraakerB im Drahfelde. 

Die AofiBteUnng und physikalische Begründung dieses Diagrammes findet 
sich in meiner kleinen Schrift über die ArheÜtnÖBe det WechatiStromr 

maschinrn (Berlin 1902). 

Berlin. F. Siidb. 




64. Trouver, sous forme irrationnelle, l'enveloppe de la droito qui joiut 
les eentnB de ooarbnre eoneapondant k denx pointa ongngaja d'mie eUqMe 
— et an didnire le degrj de renTeloppe. 

GaoataaÜBopIa. E. N. Babibisii. 



6S. TVonver le liea des pointa Jf tela qn'en abaiuant aar ima allipse 
de oentre 0 les quatre aormalea ajjrant lemrs pieda an B, €^ D on ait 

1* OA^OS-OC'OD-^ oooitante, 

2* OA^ + ÜB* +06'*+ ÖD' =. constante, 



8» 2{0A* • 0^ - «mataate, 

4» HipA* • OB* • Ö&) = constante 

CoBstantinople. £. ü. 



66. On oonaidira une dlipae E et uie diagonale D du reetangle dea ans. 

D'un point M de T) on mene les tangentSB a dont les points de 
contact sont P et Etudier quelle est la r^on de D pour laquelle le 



1) Ein Drehfeld, das bei konstanter Fre^uens des xugefOhrten Strome« relativ 
ztun Primäranker mit konstanter Gescbwindiffkeit rotiert, entsteht nftmlich auch 

im einphani ^'cn A-vin luoiiniotor, sriliuhl vii h Ji r Hckundärf Stromkrt-is relativ zum 
primären bewegt. Im (legonBatz zun» .Mt'hq)haHt'nmotor ist es aber nur dann ein 
TOUkommenea Drehfeld, wcuii der Sekundäranker nicht schlüpft, mid aueh kieibel 
nur in einem nicht ansfilhrharen GrenzfaU der Konstraktion. 
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oercle circonscrit all tnangle MPQ renoontre Tellipse E en deux antres 
poiDfs recls. Voir en partifiiili«r la pooitioa da poiai M pour leqnel oe 

cercie est tangent a E, 

Constaatiaople. '• E. N. Barisien. 

67. Db Knm aV~^^—^ ''"^ ^ Sotetiooakitepar um die ••Aehia 

(beide homogen vorausgesetzt) sind bezüglich ihrer mechanischen Eigen- 
schaften zu xmtersuchen : Schwerpunkte von Flächen- und Körperstücken, 
Trägheitsmomente der Fläche und des Körpers bezüglich verschiedener Achsen, 
Qleiehgewidttilageii das auf horiacmtalor Ebena ndienden Körpers (stabfl?), 
Anaehniig des KOrpers nach dem Newtonachen Gesetze auf den Pol, 
Haidmum der Anziehung (Verhältnis von & : a in diesem Falle), Pendel mit 
der Fläche oder dem Körper, AusÜniis von Flüaugkeiten au& dem Uohl- 
kOipo' bei yeraehiaden» Lagen, o. i. w. 

Berlin. E. Laim 



B. 

Zv 8, (Bd. I, B. 306) (K. Lemoine). Posons 

ÄÄ''-li M'-m; Oer-n; CÄ'^Si ÄS^'^y; BC'-'t 

et propoMMW-iMnia da trawrar k Mlillon qoi lia I, m, » anz o5taa dn 
triang^, om am»: 

26«o«iC; M*— c^+y*— 30yooa^; «'-»a^+a*— da«coa£ 

et 

«f a — (a — «) (6 + $) (c - 1), 

En Aiminant x, t/, s entre les quatre equatiooB OD an» la rdaliaii durobfo. 
■ En eiloctuant les oalcula on trouvera 

(1) (i* - 4 g - 4 F)» - 16 IT { ^ (6» - c«>(««l« + m^f^ ] \ 

(A V<m % poai, 8 djrignant la anrfiwe da ÄBO, 

Q = Z(Z» - 6») (i« - c») (l^m* - 4 S») (c*fi« - 4 5^, 

T - (I' - 6») (m^ - c^) («^ - a«) + (l* - c*) (m* - a*) - 6«), 

ü - (a«l« - 4Ä«) (6*«« - 4fi«) (c«n« - 4fi»), 

(^s (cQoa^) (m* — ca coaS) (»* — ad coaO), 
P— 9F— T. 

Bevenons ä la question; si 2 = m = n, le second membre de (1) s'aunule 
etüraato f-4«-4K-0 
ou, tous calculs faits: 

1 6 (l« - o*) (i* - t») (l» ^ c*) (l« - 1 6 JJ» cos ^ cos £ 008 C) - 0, 

£ 4tant le rayon dn cercie circonscrit k ABO. 

Ankhr d«r M»ttieiMtik and Ptayiik. HL B«ibe. XV. IS 
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En laissant de dbti les valours t^a, I"«c qoi ne penfwt 

donner one T^ritaUe riponae, il reste 

Qr d npr^aemfee la hantenr da triangle, paztMit de om Uoan 
tmtat 

l« - Äj - 4Ä« ooa«£ co8»<? (t«£ 1«<? - 2)*} 

{ est donn plus petit que la hantenr et il n'j a paa de pomt aar BC, 
86 trouvant a la diatance I de A 0. q. t d. 

Poitie». Mobbau. 



Za 20. (Bd. I, S. 370) (E. Lemoine). On a 

^ _ g'c' (y* + + 2 y g CO» A) ^ 

{ax 4- + <5*)* 

Donc r^quation du Heu est: 

(1) (y» + + 2y4r cos^) - y'a' {e' + + 2xM CMB) - 0. 

Cete question est trlement facile a resoudre qu'il n'y aturait paS lufB de la 
poser si ele ne preseutait pas la particularite suivante. 

L'equation (1) represente une courbe du 4'*°"' degre, mais si I on 
naoaniDe que ponr tont pennt dv eerele «iraoiiaorit an trkngle ABC on a 
Xx — Yy — on voit que ce cercle doit apartenir an lien damandijf 
r^uation (1) se d^compoae en en deus facteurs 

ayjr 4- h»% + «sy — 0, ae^n — begx + (a* — 6*) «jf 0, 

et le aeoond rapr^sento l'iperbole ^uilatere circonscrite remarquable, qui a 
pour centre le milieu de AB, iperbole que j'ai d^sign^ par F- dans les 
nombreuses ocasions oü je Tai rencontree en travaillant la goomethe du 
fanao^ Le triple dee iperboles F , i'^, est panui les plus importants 
dea triplsa de ooniquea ^le 1*1« a i obaiarver daaa oite 

Paiia. S. lauom. 



1 Aafrigii. 

?• Wo findet man eine mSg^ieliat TolWadige Litteratniangabe an der 

Theorie der Liouvill eschen Flächen, insbesondere eine Zuaammenstellnng 

von Tipuerfin Arbeiten, in welchen Kriterien dafür gegeben werden, ob eine 
irgendwie vürgegebene Fläche zur Liouvillescheu Klasse gehört? 

Windsbach. A. Wemdlbr. 



8. In den Nout. Ann. (8) 18 (1899) hat der jingat terstorbene 
F. Oaaparj folgende Konatmktion für die algehniadie Bnmme t^Pi -f t^p^ 

+ •• • + t„P„ («1«»» • • f„ = ± 1) Vektoren p^, p,, . . mitgeteilt: 
Borcb einen beliebigen Pol 0 siehe man die Parallelen T<m gleidier Ltnge 
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wie Pi, jp,, . . nnd to» i^eiebem betw. entgcgengesotetem BieMongs- 
sinn, je nachdflm Cj, «i, . . ., e„ ponÜT oder negativ sind. Die Endpunkte 
seien .4^, ^j, . . ., A^. Dann zeichne man den Mittelpunkt M diesor Punkte, 
d. h. den Punkt ^ -j- + * " + A.^y und verUnde ihn mit 0, so stellt das 
n-fache d«s Yekton M — 0 jene Vektorenramme dar. 

Idi m<klite wiMen, ob dieae (naillxlidi sehr «inftdi ni beweiaande) 
KoBstroktion nott iit» 

Berlin. £. 



3. Kleinere Notizen. 
Über einen Sats tob Hermlte U (8) 1, 86. 
In diesar Arbeit hat Hermite n. %. geieigti dab wann *<^, am« 

dar üngldokang gcnflgt: « > ain « > 

Dies UUM aioh auf dafiuhe Weiie anah trie folgt bemiBfliL XnV 

niokalt man an an y nadi Potanian vom y, etwa ate sin y '^Sonf^ (i— !,%•>•), 

* 

wo die Ok s&mtlich ^ 0 und Oj = 1, und setzt y >-■ ain fl^ alao » arc sin 
ao wird: 

(1) ««•2p4snn'». 

Da Ol ~ 1, ao geht adion hierana harror, dafii « > ain «. Ba ist daher 
aodi in boweiaeB, dalk ain « > 

Setzt man non in (1) <— so wird 

(2) ^^Sa^ 

Dorbh Dimm tob (1) duroh (2) obllt man 

27 (k* sin*« 

8« 

2>aj|Bin*« 

Ib ist alao an aeigen^ dab 8in«> * -." — oder 8in«^a;|>^a^ain*s 

7 * » * 

oder 2« sin « ^ 27 (sin x — sin ^) > 0. 

k k k 

Da nun rin« ein echter positiver Bruch ist, so hat man (ain x — sin ^x) > 0, 
und da «benso ^ 0, so wird jedes Qlied der Summe positiT oder 0 

nnd also auch die ganze Summe. 

Darmstadti Mitte Juni 1902. Faul Woi^skehl. 
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Yanniaclito Mmawiiiiij flii, 



Bouilnuf m tar IfthtBilaBir »^mliAMMe Vhvag der BitenoiMi 
AaUftbe: + + + v*mO In (S) 2, 880. 

Ersetzt man in den von Herrn Schwering gegebenen v\usdi-ü(ken 
X = ma — n*, Jf = — mß + n', « — — »a + m', t> = nfJ — m* 
die GröÜMi «t, m, n durch drei Gröben r Termittelst der Gleiohmigeii 

flO wird die Bedinguagsgleiohiing a*-\- aß -\- — Z mn — 0 identisch erfdUi 
Zu jedem System p, r gehört also ein branchbares System a, /3, m, M. 
Umgekehrt ItUbt sich aas jedem System a, /j, m, n ein Sjsiem j), g, r 
finden. Denn dmeh Bliiiafttgniig eines gemeiiisaiiieii Faiktan sn dw ZtUen 

a, /3, m, n kann man ^ stets Sil einem Quadrat maehen. Dessen Wund 

ist dann r. Weiter ergeben sich einfach 

Somit gehört ra jeder LSsuig a;, ^, r, « der Eulersolien CHelcfanng 
«^ + y' + *'+<'*="0 ein Werteystem i>, g, r. 

Umgekehrt aber gilt nsioh AnsfllÜimiig der Snbstitatioii der wich- 
tige Satz: 

Die AuadrüdBe: 

«- 30« + g«)i)r - 9r^, y = - S (p^- + pq + qr + ^t^ 

erftSOm fOr wSXkMidie q, r die OM ek m ^ <^ + f" + «' + «*'-0 

identisch 

Als Beispiel sei j> = |, g ='— ^, = ji so wird 
« — 8, Jf— «4, « = 6, V — — 6. 
Dwtnmiid, 10. Juli 190S. H. KObo. 



mVmm LairsIlM Iber dto WwmIb algcMssier «leiehafMi« (I» iS7— M«0* 

Wto mir eist jelst bebumt wiid, hat Lio«ville (Jomml Kslh. 

(l) 6, 846—411) ein allgemeines Theorem über die Invarianz des Schwer- 
punktes für die gemeinsamen Schnittpunkte zweier beliebigen algebraiscben 
Kurven mit gemeiusamen Asymptoten ausgesprochen. Hierzu scheinen die 
Ton mir nütgeteiltea Resultate in enger Beridinng su stehen, loh behalte 
mir TOT, auf diesen Oegenstaiid bei nftchster Gelegenheit zorfloksakommen. 

Tte, 16. September 190S. 0. Iurkbahb. 
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iMlmvl mTcIm fnf» iM Btna B. H. Bwlilaa Im latamMIalre iet 

1. TiMtiiis. — Vn« ooorbe panllU« k la ooid4w P est d^srite per le 

dP 

point ^ =« P+ mir, etant s l'arc de la courb«, T = , et »» un nombre 

re«l et constani La condition necessaire pour l'existence d'un point 

de rebroussf ment est (FormuUiire de Mathnnatlques) — ^ = ^1 — *j 7' = 0, 

etant q le rayon de courbare au point P. Donc, pour avoir an rebroosse- 
ment au point P, il est nec^saire que ^ — m. 
Pour l'eUipae «»«eofl^, y^ftrin^ on s 

^ (»• mR*9 + ooe*9)* , 

et, par consequeni, les coordonnees cherchees sonl ceUes du centre de amrintre 
au point P, pow In väkmr$ de ^ qui gatisfani A la etmdiäm 

(«* ritt' 9 + 008* 9)^«» mdb, 

2, Courbe de Talboi. — Le point 

(«) O + aoM^J + bän^tJ, 

9> variant de 0 l 3«, dfaiit TeDipse dont 0 eit le oentre, a, b (a > h) 
lee deidrazet, ^ rani^e anenMqvft, et J nn Teoteor nmtaire parafltto an 
graad axe. 

Si nous deriyonSf par rapport k 9, noos avons 
|P' — — aginyl -f- 6 cos 
(P^- ~a 0009/— dem 9>i/. 

Ia eoinbe de Talbot est d&srite par le poiat 

Q^Pi-ei{P-0) 
o& « eat im nomlire, fonetion de 9, et tel que 

Q'iiP- 0) - P'iCP- 0) + gP'iP- 0) - 0. 
On a ais^ent par les (a), (b) 

(a' — 6') sin 7 et» 9 

is 

et par ooujqiuBt 

1 -\ ^1 — 8in'9>j / + 6 sin 9> U — cos* q>\ iL 

Lea oocxdonnjea «, y da point Q aont dmus 

(d) » — a 0089^1 9)1 y — b sin 9 ^1 — ^^-^^ ooe* 9J . 
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Pour «vdr vm rehnNUMmaut an poiat ^, ü «rt ufcenii» qw ^^O» 

- { 2a^ - 6^ - 3(a» - 6») cos* 9 i , 

f ' - - |a« - - 8(ä« - J«) miV } • 

DoBC, n a > bY% oa a im point rabrouMiiMnt p«r 

, 2a«-6« . , o«-S6» 

«i I» coaniflMM^ <ie m jmM mmt cttmmet pat let (d). Poor a ^ 1» 
oooiiM Q n'a paa de points da rebroassement, mais pour a — aUa a 

un contact d'ordro ölevc aux points 0 i fi/ avec la tAngente. Pour 
a = 26 la conrbe de Talbot coupe le grand-axe aoz fojen de reUipee. 




La qnaation p r opo afe par M. Bariaian «at ainn r^solne; maia ja 
croia important de rexaminer ansai k un point de vne pltu g^n^raL 

Le point P decrit one coorbe dont 5 est Tarc, q le layoii de courhora 
dP 

et T <— le vecteur uaitaare parallele b la tangeata aa point P. Lea 

points Pj, Pjj, ... dpcrivflnt la premiere, la deuiieme, , . . podairr de la 
OOUrbe, par rapport au point 0. Les points P_i, P_j, . . . decrivent la 
premi^e, la deuxiime, . . . anti-podaire de la coorbe. Ea. posant Pg — P, 
OD peat eomaid&rer la point P^, o& « aat od antiar lalatif. 

n est bien connu que la normale an point P^ est la diagonale P„Q„ 
du notangla OPuPs—i^n. Sn ooiu^aenoe l'angla ß quo le veoianr 0 — P, 
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Mt aveo k veetanr 2*^ me dopend point da nomfara n. itant la dutaooe 
dn point 0 an poiat J*,, <m a 

(1) O-P^-r.*«'!;, r.-fvaiii«ft 



Bki lUNis amxnnaiifc (Pren«!) qne 



IL" 



1 . 



»r,, on » pw (1) 



d^ t . n 1 
5— M — am V — — , 



Si Pjg^i est la position de la forme geom^trique 

P.T.. OtT,- P,OiT.. OT.iT, • P,. 

on a par (1) 

(8) P.+i-P. + r.cosÖ^'.. 

omume on robtient, aussi, aisement par la flgwa. 
Lea formniee (3), (3) donnent 



(4) 

et par cons^aant 



dP r 



dg ^, r 
dg 0 ' 



An dea finmnlea (2), (5) on a fiwilamant 



AT 1 

"3i^-rila''.-f.«in<»}<2;+, 



at par oons^nant 



De ces formules on d^dnit une simple constnidnon g^om^triqae du 
centre de courbure = P^-\- q^iT^y etant connu le centre C^^^ ou 

Pour aYoir un rebroussement an point P^^^n ü est necessaire (niais 
nm aaffiaant an gU«!) qna f,.| <» 0 on ^ eo; at par (6), fl aat 
wfooaiialr^ qna 

(7) »«-^ 

Bavanons an oaa partioulier da la oonrbe da Talbot 8i nona poamia 

h = mod4^ = (a* sin^'y -\- cos' 9)', 
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OB par Im (3), (5) 

r if P 

Ibii diiiB le «M pttttenHer qiw noiis cooaid&oiis 
am«- — ^, coaö ^ , 

et la fimmde prMduiü» ioDue Vexpnmon (e). 

Ponr le point de rebroussement de Q » P_ j la prenuire GOnditioii (7) 
(la deoxi^me n'etant pas possible pour l'ellipse) donne 

(8) 9(a>>iii*9 + &'o(M*«>)«*o'o(M*^ + b*8ia*9, 

qid finmut Ift Solution d^jlt tnmrjeu 

Ponr le point 0 + aJ do FeUipw ob a r.^ r.| i> a, ^ » fty«, «t 

par oonaiqnoBoo 9., (2&' — a*), et an a — 0 po«v a — dl^* 

Pour le point 0 + &»/, r_j = = &, p == a'/ö et ^ii^^^ ~ 

La Gondition (8) exprirao quo r = Ä]/2, c'est-a-dire: « P_| es/ point 
de rebroussetnent , le diametrc de l'dlipse qui paase par P est egal <m 
iiamän wnjugvte nwUi^ par |/2. 

n frat bien remarqiier quil eit isniile de flitmnniniii les ooordoonte 

du point de rebroussement ponr le constmir©. En effst: 4tant donn^ P, on 
obtient graphiiiuotiu'nt P^^i et P„_i; la condition (8) donne la construction 
de <p et, par cousequence, ayant obtenu P on peut construire P_i — Q. 
Törin. G. Bu&au-Fobti. 



Mattai dhn proUtae de pnfedUllMii 
Per IL a Morean 4 Pottten. 

A jooe oontre B\ ^ chaqne partie, les probaUHt^ qa'ila ont reipeetiTe- 

ment de gagner sont p et 9 (p + 4f 1) et le perdant donne 1 fir. en 
gagnant. En entrant au jeu, les jonenrs possodont respectivement a aih francs. 
On demande la probabilite (jue A ruinora B avant le coup de rang r.^) 
Soit JJ= f{a,b,r) la probabilite demandee, on a evidemmeut I'equation 

/•(a, t,r)=i)/-(a+ 1, 6-1, r-l) + qf(a-l, 6 + 1, r-1). 

La somme des deux v:uiable8 a et & restant constante, on peut snp- 
primer une d'elles en imposant a l'autre la condition de ne pas depasser 
a + &; sapprimina alon d^eigDOos par n la difiranoe r — ( et pooose 

(1) U'fif** ^ t-)-!^»..«. 

il viendra 

1) Cette qimlloa a «A poite dam llhtanaMialn dee HaÜL 18M et 1898. 
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ou, ea dimizuiant a d'ane unite, 
WO Im oondUioDi limitM 

W Va+b,n - 1, y«., - - 0, sr«,o ~ 0. 

CoDsideroas maintenant une fonction tp («, v) tollo (jue, dans son 
d^yeloppement saivant les puissauces de u et de v, le coefticient de u^f" 
seit pr^ua&nent y«,«, oette fonetioa oomprandim l68 o + 5 lignes floiTaataa 

/yi.i«v -i- yi,iuv* -\ H , 

ifv**'»' H l-yj,«'**»'" +•••» 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

et ü est faciie de voir, d'apr^ l'Äjuatiou (2) et les cooditions limites indi- 
qnjw, qnt, d on la mnltq^ ptr razpnsrion 

le prodldt M se composera que de la premi^ ligne do 9, qae noiu d&- 
sipnerons par mF(i'), et de termps divisibles par «"■'"''+', termes (jui pouvent 
etre negliges saus inconTenient puisqu'ou u'uura jamais reuours aox pais- 
nnoM de « n^^rimin« ]i k (a + b): On peat dons km^ YegaJsU «te&t 
limitfe k 1» pütie utile dn aeisaiid membie, 

uFjp) 

ou, en d^Teloppant snivant les puissances de u et posant 

9 — i»F(v) + u'cjJ'Cv) + h t^e^-iF{v) H h «•■+»<w+»-ijFW. 

Or, puiaqae lee fb+i^s sont tous ^gauz k ronit^, 1» demike ligne de U 
fooetuni 9 a povr valeiir , om a drnio 



et Fespiwrioii de 9 defient 
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Ott Toit ainn que la qnaatiti diendifo f^« trt ^gato ml eoettcMBt 4» 
dua la d^aUoppanaaiit aniraiit lai pniasaiioai da « de 



(1- 



Ifaia, d'apiia leur difiiiHaoii (3), les qnantit^ <H.i ' " des 
de pqv*f il en est ^videmment da mdme dn qvotiflot da dem qndoonqiiaB 
d'antre allaa et on peat ^erire 



oil J>}, D|, • • • aont daa eoaffiaienfti na djpandaat qua da a ai da 

Ob oondiit anfin da Ik, k eaiiaa dn ftefceiir -> y + 4* ■ « < + ^ + * * * I 



fk« — 1 + X^« + Da»V H h '^*(— ) 



Si Ton examine cette derniore expression et la faf^on dont pIIp a ete 
ubtenue, on reconnait que l'on üerait parvena au meme resultat si od avait 
ranqplaoi v par 1 dana la nlation (3) et ai on avait phs simplemMit 



matf d 2a cottdi^io» de developper ce quotient^ sous qudque forme qu'il se 
prhemtoy tnivatii Us puisaance» äe d Sanäer le äMtßgpmitiU ä la piä»- 

MMce de pq d'oBposemt g— )• 

1** aoMim. — Ba faisant, d*aprk ce qui ifUtn £i, v — 1 
dana la fmotioii 

1 

1 — I* 4" pgv*u* ' 

alle davient 
on a doDO 

c._j -i>«-i + J^-«S + • • • + 

rt, par anita, 



L<»nqaa p est plna gnmd qua jf, on met oette yalaor aona la ütume 
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«fc an Ol floncliit «n dfootmafc I» oakol 

Bi, an oontnin, od tmak q > j», od ^erinit 

«•+»-1 

•i OD Iroiivonut 



Oda poai, in tnHaat pv la fomnde de Iiagrange l'^quation 

(6) *-H-l»flA 
on obtient 

_ ^ , , m (m -4- 8) . , , m (m 4- 4} (m -|- 5) . , , 

cettfl valeur de r"* s'appliquant Jv la plus petite des rainnes de l'^quation (6)> 
or les deuz racines de cette ^uatiou sout - et ~, on aara donc 



^ , , m(m-|-8) mm , M («» + 4) (*» + ö) . , , 



Q", 8ip>ff, 

et l'on voit qua, dans les deui cas, on peut exprimer par le meme d4ve- 

loppement en fonction de pq les poissances de ^ ou de - qui ügurent dans 

lee relatioDs (5) on (5 bis). 

On arrive ainai a la formtde generale suiTante: JJ='P''ya,n 

-(P.)"+'{i+(4.+8»)«+ii:±2^1ft»i±2^^+ . . . 



Chaciin des developpemcnto qui eatrent dans cette fonnule est multiplie par 
imo pauRaooe de pq doat l'oipaaaDt aogmoato altenatiTenuat de a ob da ^ 
k partir du prämier qpi est i&o. 
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Si ron qppdle h Vvn qmlmiiqiw de oes «ipoMali, 1» eoaffidflut dn 
tma» «n pq <Uäs direk^pemaat oorrnponduit est 4gal k et ee 

direloppement doifc dfare mM ma tamie en (j)q) \ * / 

La finmide eQe-m&oe se tennine kneqii'oii eet anrM k one Ttleor 

de h teile qve la Teleor suiTMite eanit gnade que E ^-y~) ' 

L» fornnde qui Tieiit d'dtre oUemie est identiqne, sauf quelques diffS^ 
rences d'ecriture, a celle que Mr. Delannoy a donnee en 1889 (Congfic de 
Paris) et qu'il avait dornte do la consideration de Tecbiquier hexagonal. 

2^"^ Soltäion. — Si, tont en faisant v = 1 dans la relation (3), on 
ne modifie pas la forme de la fonction a developper, on trouve facilemeut 

* / «\ I (a — 8)(o — 4) - . (a— 4)(a— 6)(o— 6) . . , 

<W+»-i - 1 - (a + 6 — 2) j»a + ""—^ i j»>g« • • • 

l-(a- «)l>g+ ^"~t^.^;"*^ pV • • • 

1 — (0 + 6 — 2)p2-f Lpt^'... 

Im quantitis (a-2), (a-3), . . (a + » - 2), (a + ^ - 8X 

(a + & — 4), * • • devaat Ure oooeidms oonune nidlee lonqm'eUee sont 

negatives. 

1. Si l'on ne veut qu'uue vaieur numerique, ce Systeme semble assez 
oonunode. 

Sott, per «ocen^ile, 

ce qni donne 

a+6-7, «-r-6-12, -B(^^)-6; 

on a 

ei on obtiaiLt vapidement per nne simple divisüu 

jr«,« - 1 + 4i»? + Uf^^ + 47|»»«» + 156jp*Ä» + 607ji»j», 

qnantite qui, multipliee par p*, est la prubabiüte demaadfo. 

2. Si, au oontraire, am vonlait avoir na rteiltat gMnUj fl &iidraUi 
detorminer les expressions des coeffieients D^, 2)^, • • • qui entrant daaa 
Tequation (4) et cette determiwatifln ae puait poiXToir se faire que sons 

la fonne de determinants. 

En posant, poui- abreger Ffacünre, 

« o«^ (a-8)(a-4) . (a-A)(a-6)(a-6) 
«-Ufc 'i_fi (» + »~8)(a-f&-4) 
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OD a 



<t Oll tnwTd Huu düBcnlti 

+ 1 +{B,-A,) 



+ 10 0 

-B, +1 0 

-Ä, +1 



-2^ +5, -B, -(B,--Äj 



!+i 0 

+1 0 0 0 

-B, +1 • 0 +(£,-^8) 



+1 



+ -ii, ~B^ 



(Dans le calcal des differences (B^ — Äj)^ (B^ — • • • ü fant avoir egard 
i la nmaniae &ite prioMenunent au «n\}et des qnantilis (a — 2), (a — 3), • • • 
{a + b — 2)j (a + & — 8), • • • st Ics ooond^rar oonuno nuUes lonqn'elles 
•ont negatives.) 

On obtient de cette maniere la formale 

P(»iMra, 10 Jörn 1901. 



4. Spreolisaal für die Encyklopädle der Mathematischen Wissenschaften. 

[Hnswkhmgen für den Sprecbsaal erbittet Frans Meyer, Kflnigahetg L Fr., 

Mitteltragheim 61.] 

Z« I £. Differanaenreehnttng. 

I. S. 920, EU Fofsnote 6. Hier könnten noch meine „Gleichungen zwischen 
den Anfangsgliedem von DifferenzreilMii eto.** (Jonm. f. Mathem. Bd. 12^ 
1901, S. 21üj erwähnt werden. 

L 8. 998, sn Olekinuig 17. Die Fanktion f (x) mub nehst Ümn n enken 
Ableitungen auf der Strecke vom kleinsten bis mm gittUsB der Aign- 
ment« a, a + ä, • ■ •, a + «ä, x stetig sein. 

I. S. 935. Zu Fvifsnote 29 ist noch hinzuzufttgen : t^ber Differenzcnpleichungen, 
welche sich auf die Differentialgleichung der hypergeomethschen Beihe 
mrtt^fHfareB Urnen, sieli« Wold. Heymann: JStudini Uber die Traiu- 
formation und Integration der Differential- und Differenzengleichungen**, 
Leipzig 1891 Auch gelingt darin dorn Verfasser die Herstellung des 
Integrals der Biccatischen Differenzengleichung als Quotient zweier 
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Vflnnischte Mitteilungen. 



hypergeometrischen Reihen (Tergl. darüber noeh des Verfassers Aufsatz im 
J. f. Math., Bd. 122, 1900, S. 164). Weiterhin bespricht der Verfasser 
nicht-homogene lineare Differenzengleichongen (mit Benutzung von Sup- 
plementintegralen) und Systeme simultaner Gleichungen und giebt Sätze 
Aber die DeAenrnnanto der Integnle linearer DiffcceuMO^eidningen. 
Kfinigsbeig L Fr. L. SaaukshOti. 



I. 8. 112, Anm. 39a Die AfiOmeHea ktfimUonm des Wallis enoliieB 

1655 (nicht 1659). 

I. S. 228, Anm. 1. An der fraglichen Stelle der Ada Eruditomm (statt 
p. 306 lies p. 316) wendet Leibniz das Wort ,^^unktion" in einer 
woeontlich anderen Bedeutung an (vergl. II, S. 3). 

I. 8. 830, Anm. 16. Die Worte: „unToUsi. schon Lond. Trans. 1718" be- 
ziehen sich auf die Abhandlung MHhodus difffretitinlis Neuionkma Uhutnila, 
die 1719 (nicht 1718) in den I'/iilos. Tratis. erschien. 

I. S. 231, Z. 2 — 3. Die betreffende Methode rOhrt nicht von Stirling, 
sondern Ton Newton her (vergl. I, S. 809). 

I. S. 500, Anm. 63. Die Algebra des ß. Bombelli erschien 1572; einige 
Exemplare haben auf dem Titelblatt die Jahressahl 1679 (veigL BmoOL 
MaÜiem. 1,, 1900, S. 277). 

1. S. 503, Z. 5. C. Malagola hat 1878 nachgewiesen, dals Scipione 
del Ferro nidit 1686, sondern 1686 stari». 

J. 8. 679, Z. 21. Es ist ein wonig aneigentlich Ibn Albannä als Zeit- 
genosse von Flbonacci zu bezeichnen, da dieser 1202 — 1228 litterarisch 
thätig war und dann aus der Geschichte verschwindet, während jener 
um 1258 geboren wurde und um 1340 starb. 

L 8. 980, Anm. 7. Dab der 8atB ~ 6 lange Zeit vor Lelbnis 

bekannt war, geht aus Faulhabors Academia algehrae (Augsburg 1631) 
hervor. Hier giebt Faulhaber (Blatt D^) an, dafs //^(j^) kon.stant 
ist, und bemerkt, dai's Matthias Bernegger in seinem Manuale maUte- 
maUam (8<nfii1rarg 1619) den Sais ^(o;^ — konstant ansgeeproehen 
hat {natf^. Kftstner, OsMMcMe der MMem. m, 146). 
StoeUiolm. O. BiiwniaiL 



6. B«l d«r Kedaktion eiagngiagaie Bttelnr. 

Amwnui, II , Theorie de la Inno. Scientia 17. Paris 1902, C. Naud. 

AsnoaoMiKonF.R Kalender für 1901. Wien, C. Gerold'» Sohn. Abbandlungen: 
0. V. Nieäsl, über die Rolle der AtnUMnliftre im Meteorpbänumeu. — J. Rheden, 
Ober die Kotationszeit des Planeten Venns. — F. Biiehof, Über die Sonnen- 
finsternis vom 11. Nov. 1901. M. 2.40. 

AeTKoNoiaflOHBB Kalender fOr 1902. Wien, d'CteEOld. Abhandlungen: J. Holetschek, 
Über die Nova FOMi vwn Febmar 1901. — C. Hillebrand, Ober eine Eioen- 
tdmUehkett der beiden diesjährigen MondfimtemiMe. — B. Weib, Nene 
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Theofie d«r leellAn quadratlsehsa IrratioiiAkahlen. 

Von H. Webeb in Strabbaig. 



§ 1. Die Formen der quadratischen IrrationalzaUen. 

Jede reelle qnadra t iache Inatjonaigah] i» ist in dem Aiudruck 
enthalten 




worin a, h, c, d ganze ZcüUen sind, d positiv und leine Quadrat" 
zaM. Wir können annehmen, daTs die Zahl d keinen quadratischen 

Teiler hat. Wenn wir dann positiv annehmen, und o, 6, c ohne 
gemeinschaftlichen Teiler voraussetzen, so sind die Zahlen a, h, c bis 
auf eine gemeinsame Vorzeichenändenmg durch to selbst eindeutig be- 
stimmt. Um auch das Vorzeichen zu bestimmen, wollen wir noch b 
als positiv yoraussetzen. 



Jede Zahl si ttasls sieh auf uiHmäUA «iels Arien in die NarmeBlr 
form ttttm, wenn wir nnlier lS[<ifmalfiitrm mm jiMKÜrafMdkei» hrvMmal^ 
mM den Ansdnick Tsratehen 



worin m ganze Zalüen, D eine positive ganie ZaU, die knn Qvadiat 
ist nnd der Bedingung gniflgt: 

(3) 2) = y«(niod4z), 

und yi) positiv genommen ist. 

Nach (3) können wir eine ganze Zahl x bestimmen, so d&lis 




D »i + 



1 ^ V i> - y 
• " s« » 



also ^eichzeitig eine NormaLform fOx l/a>. 

AmUf tor M att — ttk — S Pfcyitk. miUHn. IT. 
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Um nim aber eine gegebene Zahl o in die Normalfonn zu bringen, 
erweitern wir don Brach (1) dorch einen gumahligen poaitiTen Faktor 
t, den wir den Kongraauen 

et-=Q (mod2), 
^ ^ t(t^d-aF) = 0 (mod2«) 

gemäl]s bestimmen, und daim setzen wir 

(7) y-a^ 24r-c<, 

(8) 2««-<(6»<f-a«), 

wodurch x, y, e als ganae Zahlu beitimmt suid. 

Die KongroamBen (6) kSnnnn immer dnidi miendlidi viele pontiTe 
ZaUfln t befriedigt werdm. Unter diesen wird eine, die wir mit ^ 
beBetehnen, die Ideuute «ein, und die flbrigen sind die VielÜMshep dieeer 
kleinaten: 

wofin m eine beliebige poritive ganae Zahl iit. 

Beaeicihnen wir mit x^f y^, g^, die Werte^ die iieh ans (7) und 

(8) für X, M, D ergeben, wenn t^t^ g^Mtst wird, lo erhalten wir 
allgemein: 

(9) x^mxof 

(10) D-m*i>e. 

Wir können loiclil beweisen, dafs Xq, y^, ohne gemeinschafüichen 
2Vtfer sM Denn aus (7), (8) ergiebt sich: 

(11) 

(12) 

(13) 2ca^-(M4«-a«)i^. 

Nehmen wir nun an^ dsSa Xq^ y^, durch eine Primzahl q teilbar 
seien, so ist ^ nicht dnroh q tailbnr, weil sonst nach (12) und (13) 
die Zahl t — ^/^ den EongraoiMO (6) genügen würde, und dies 
widscq»iieht der Annahme, dafii die Ueinste positive LSsnng dieser 
Eongrnenzen seL Folf^dL sind a und e durch q teilbar (nach (11) 
und (12)\ ujid nach (13) ist h*d - a' durch teilbar. Mithin ist 
auch b*d durch q^ teilbar. Da aber d durch kein Quadrat teilbar ist^ 
so mufs auch b durch q teilbar sein. Es widerspricht dies aber der 
Annalime, dafs a, h, c keinen gemeinflchaitlichen Teiler haben sollten. 

Wir wollen den Ausdruck (2) eine Nonnalf'omi oder auch eine 
Fonn der quadratisdien Jnatiotiaieaid e> und D die Dtskriminantef 
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m den T^er dieMr Fonn nennen.') Unter dieeen Fonnen iet eine^ desnen 
Tmler gleich 1 iet, und dieee nennen w die prmUke Form ffon a>. Die 
Diekriminante dieser Form beÜBt auch die Dideriminante der Zahl o. 
Die Diskriminant«!! der yerachiedenoi Fonnen der Zahl o» eiehen 

in quadratischem Verhältnis zu einander. 

Diskriminante kann, wie die Gleichung (4) zeigt, nicht jede be- 
liebige Zahl sein, sondern sie mulis entweder durch 4 teilbar" sein, 
wenn y gerade ist, oder, durch 4 geteilt, den Rest 1 lassen, wenn y 
ungerade ist, also 

(14) D — O oder = 1 (mod 4) , 

Dies gilt auch tou der Diskriminante der Zahl m selbal^ imd wir 
miteracheiden ^s^en enier Jrt D^-O, 

ZaMm tweUer Art Do ^ 1 (mod 4). 

Bei den Zahlen der ersten Art sind alle Diakrimiuanten durch 4 
teilbar, bei den Zalilen der zweiten Art nur die, deren Teiler gerade ist. 

Wir setzen, um die Abhängigkeit der Form von den Zahlen e 
anzudeuten 

(15) m~{x,y,e]. 

Wir haben bis jetzt gesehen, dafs jede quadratische Irrational- 
zahl unendlich Tiele Fonnen und also auch une ndlich viele Diskriiui- 
nant«n hat. Tiefer liegt die umgekehrte Frage, mit der wir uns jetzt 
an beschäftigen haben, ob es zu jeder Diskriminante, d. h. zu jeder 'der 
Bedingung (14) genügenden Zahl D qnadxatiaehe Lnrationahahlen giebt, 
und in weldher Beoehnng dieee m wnandflir liehen. 

» 

§ 2. Rednzierte Zahlen. 

Man erhält zu jeder quadratischen Irrationalzahl <a die konjugierte 
Zahl co', wenn man der Quadratwurzel das entgegengesetzte Zeichen 
giebt. £s ist also nach § 1 (2), (5) 



1) Diese Anidnicksweiie wird wohl kwia Bedenken erregen. Sie wäre etwa 
dem Ausdruck zu vergleichen: V,, %, .. niiid Fonnen dcB Bruches % und 
% bt die primitive Form dieser Zahl. Der Anklang au die „quadratiiichen Formen" 
■ach Oanfs ist hier elier ab «in Yonog m batraciiteiii. Li der That ist («; y, -—$) 
oder (— — eine fnaäratMie Form^ deren Wnnel • ist» 
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und warn wir daher 

setzen, so ist 

(2) ©'-(-«, -jf, -#}, -jjj-l*, Jf, «}. 

Das Prudukt aa' heilst die iVor»» der Z<M (o und wird mit JS {a) be- 
zeichnet. 

Die Zahl m h«Ukt ndauert, wenn sie Mlbst positir und grSlbar 
all 1, die konjugierte Zahl »' dagegen negatiT mid dem abeolnten 
Werte nach Ueiner ala 1 iat, wenn alao 

(8) ©>1, 0>o)'>~l. 

Wenn © reduziert ist, hd ist w' nicht, dagegen — 1/«' reduziert. Die 
Nonn einer reduziertm Zahl ist stet^; neijatir. 

Nach ^3) ergiebt sich aas {!) die Bedingung für die nxiujsierk 
Zahl (o: 

und daraus folgt zunächst, dafs y und z gleiche Vorzeichen haben 

müssen, und sodanu, da {yj) — y)/2g positiv sein soll, dafs y und g 
positiv sein inüsaen. Demnach ist: 

(4) o<yD^y<2M<yj)+v 

die notwendige und hinreiohende Bedingung für efaie redonaiie Zahl m. 
Man kann aber dieser Bedingung anch die Form geben 

(6) ü < - y < 2 < + y . 

Ana (4) fdgt (5) und nmgekehrl; dam moltipliaiert man die ün- 
l^ohimg 2#<y!D + y mit dem poaitiTen Faktor YD — Pf ao fdgt 
2ir(y;ü-y)<X>-y*-4d?«, alao y:ö-'y<2«, und mnltiplinert 

man y!D--y<2f mit l/Ö + y, 80 ergiebt iioh 2« <><D + y. Die 
Bedingungen (4), (6) aind nnaUdboigig Ton der beatmderan Form Ton 
0», die wir m Grunde l^en, and wenn also eine Zahl a» ledmiert wi^ 
aind aneh alle ihre Formen reduziert, wobei unter einer reduxierten 
Form { X, y, b ] eine solche verstanden is^ in der die Zahlen X, ff, M 
der Bedingung (4) oder (5) genügen. 
Wir beweisen den Satz: 

1. Zu jeder Diskriminanie D giebt es nur eine endliche Anzahl redu- 
gierier Farmeti, um so mehr also auch nur eine endiiche Änsahl redu- 
sierier Zahlen. 
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Zu ^er poutrrtn Didoriniuiaiite Z> giebt m eine beetunmfce ganze 
positiTe Zahl 1, die doreh die Fofrdenmgen 

(6) A = Z>(mod2), A<l/i><A + 2 

bestimmt ist. Es ist nämlich A die gröfst« iu enthaltene gerade 
oder ungerade Zahl, je nachdem I) gerade oder ungerade ist. 

Da für eine reduzierte Form YJ) — y positiv sein mills, SO kann 
y nur einen der folgenden Werte haben: 

|y-2,4,6, ... A, D = 0(mod4), 

l y = 1, 3, 5, . . . A, i>=l(mod4), 

deren Aanhl \X oder |(A + 1) befoagfc. Für jedes der hienneli m- 

lassigeii y zerlegt man \ (7) — y*) auf alle mOgliche Arten in zwei 
Faktoren und behält Ton allen diesen Zerlegungen nur solche bei, 
deren beide Faktoren swischen den Grenseii (einschlieblioh) 

(8) ^^+1, '-^ 

gelegen sind. Sind dieee beiden Fakt(n«n T<ni eunander vemwihiedeii, so 
kann man jeden T(ni ihnen für m, den sodern fllr $ setaen. 

üntar den so bertiutmlai reduierten Formen ftthren nur die^ 
denn Zahlen x, y, z keinen gemeuiMhAfiiliohen Teiler hsben, in Itra- 
UonalmMm mit der Diakriminante D. 

Haben die Zahlen x, y, $ den grSIsten gemeiaaehaffUohen Teiler 
m, ao eshSit man Fomm mit der Diakriminante D und dem 
Triler m, und die entspieohenden Irrationalaahlen haben die Diaktimi- 
nante D/m*. 

Zu jeder positiven J)itMmmmie D gUU es mmdetkiis eme reänh 
Msrte ZäU, ti&mii«h 

(9) {£Z±',,,1)_M/«. 



Dab dieae Zahl redimiert ist, ergiebt aidk ans (6), wonneh 

yZ>-A<2</^ + A, 

da A mindestens == 1 und yD > 1 ist. 

Nehmen wir beispielsweise die Diskriminante 
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a wi 



Es iit A »> 26, and die Tenchiedenen redusierteii Fofmen «ntnunmt 
man au folgoidar TaboUe: 



y 




Oreuzen fär ar, B. 


X. t 


2 


188 


13 


14 






4 


185 


12 


15 






6 


180 


11 


16 


12. 15 




8 


173 


10 


17 






10 


ir,4 


9 


18 






12 


153 


8 


19 


9. 17 




14 


140 


7 


20 


7. 20, 


10. 14 


16 


125 


6 


21 






18 


108 


5 


22 


6. 18, 


9. 12 


20 


89 


4 


23 






22 


68 


8 


24 


4 17 




24 


45 


2 


25 


8. 15, 
1. 20^ 


5. 9 


26 


20 


1 


26 


2. 10, 4. 5. 



{20, 14, 7), 
{17, 22, 4}, 
{ 9, 24, 5), 

|20, 26, 1|, 
{ 5, 26, 4); 



Wir erhalten alao die primitiven redmieften Formen: 
{9, 12, 17}, {17, 12,9), 
{7, 14, 20), 
{4, 22, 17), 
{5,24, 9), 
{1,26, 20), 
{4, 26, 5}, 

die Formen mit dem Teiler 2: 

{10,14,14), {14, 14, 10) -{5, 7,7), {7, 7,5), 
{ 2, 26, 10), {10, 26, 2)-{l, 13, 6), {5, 13, 1); 

die Formen uut dem Teiler 3: 

jl2, 15), {15, 6, 12} = {4, 2, 5}, 
{ 9, 18, 12), (12, 18, 9} ^{3, 6, 4}, 
{3,24,15), {15,24, 3)-{l,8,5), {5,8,1) 

und. endlich die Formen mit dem Teil«r 6: 

{6, 18, 18}, {18, 18, 6)-.{l, 3, 3), {3, 3, 1), 

wobei zu den nicht pcimitiven Formr^n immer nodi die entsprechenden 
primitiTen Fonnen der niedrigeren Diekriminante angegeben sind. 



(ö. 2, 4}, 
(4, 6, 3}, 
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§ 3. Die Pftrioden der ledosierten Zahlen. 

Es sei jetzt o eine redmierU quadratisdie Imtioiudmlil mit der 
DiskrimiiiMite D ^ 4 Axz und der primitiTesi Fomi [x, ir], und 
a eei dne gsnie ZahL Daiin iat 

ebenfalls eine qaadratiBche Irratioiialsalil mit der DieknmiiiAnte D, 
Demi iat 

(S) 

so folgt 

m Ol tf _ 2a^- y-fy7> 

imd fdgUeh 

(4) »i-lÄijyu«!)» i>-S* + 4«i«i, 



— « + ay — aPg. 

ünd wenn aiao o:, y, z ohne gemeinsamen Teiler sind, so sind es auch 
Hit ^i' 

Nnn iity weil o redniiert isi, dmn mid nur daim gr5lBer als 
1, wenn 

(6) a < o> < a + 1 
ist, und dann iat aueh 

(7) -^ij-«--' 

grSiier als 1, alio 0| f^ohfidle reduziert Wenn eito mhuiert 
$em aoB, to muß a die größte m « enfftäUene gante Zahl aem, und sie 

1 

ist dann auek nad^ (7) die in en^aUene größte ganee Zaihi, und 

die reduzierte Zahl = {^i, tfi, Zi | i^^t aufser durch die Diskriniioante D 
▼ollständig durch die beiden Bedingungen 

(^8) = y, + y ~ 0 (niod 2z) 

bestimmt Denn nehmen wir diese beiden Bedingungen ala erfUlt an 
and seiaen yi + y — 2a#, so folgt 



' ""^ |/5-y, — 
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Und folglich mufs, wenn o nnd coj beide redosiert sein tollen, a die 
grdfste in o enthaltene ganze Zahl sein. 

Man nennt swei rednsierke Zahlen denelhen Diskriminanto 

in dpnpn y -f .Vj durch teilbar ist, bcn'irjiharf . und zwar ist die 
zweite von ihnen der ersten nach rechts, die erste der zweiten nach 
links benachbart, und wir haben also damit den Satz: 

'Jede rnhizurtf Zahl der Tkttrmintnite 7) hat eine und nur eine 
nach rechts und eine und nur eine nach links benachbarte re- 
duzierte Zahl. 

Da die Anzalil dor reduzierten Zahlen der Diekriminante D endlich 
ist, 8u lassen sich diese Zahlen in Perioden 

(9) m, C9|, o>|, . , ., o«— 1 

anordnen, die man dadnroh erbUt, dab man eine beliebige dieser ZaUan 
beransgreift, die naeb rechta benacbbazle ftr nimmt, bieranf die 
an o>i nadi rechte benacbbarte fSr nimmt, und damit fortfibxt^ bis 

man nach a}„__i zu einer sofaon dagewesenen Zahl gelangt. Da aber jede 
dieeer Zahlen auch die voransg^iangene bestimmt, so kann die zuerst 
wiederkehrende nur ro selbst sein, und dann wiederholen sich die 7^\eak 

(0|, o^, . . . in derselben Reihenfolge. 

Sind durch eine solche Periode noch nicht alle reduzierten Zahlen 
der Diskriminante D erschöpft, so })ildpt man auf dem gleichen Wege 
eine zweite Periode und fahrt damit fort, bis alle diese Zahlen in den 
Perioden untei^ebracht sind. 

Wir wollen die Periode (9) in der Form annehmen: 

und 

setzen; dann wiedwbolen sich die ZaUsn 

(11) a, Oj, 0,, . . ., o,_i 

g^eiehftOa periodisdi und geben die Entwicklung der ZaU a» in einen 
periodiMehm KetMbmA 

(12) 0» - [a, o,, o,, . . a»_,]. 

Die Kettenbruchentwicklungen für (0|, ... haben dieselbe Periode, 
nur mit yerschobenem Anfang. 
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In unserem Beispid D «- 756 erhalten wir die Perioden 

{9, 12, 17), {17, 22, 4), {4, 26, 5 }, {5, 24, 9 }, 
(IS) {17, 12, 9 }, {9, 24, 5), {5, 26, 4 ), {4, 22, 17}, 
l{7, 14, 20), {20, 26, Ij, {1, 26, 20j, {20, 14, 7 ), 

und danHU ftlr die Zaihl a die Perioden 

[1,6, 5,2], 
[2, 5, 6, 1], 
[1, 26, 1, 2J, 

w<mnu man die periodiaolien Eettenbrfioihe fOr die Zelden 

6-f 8)/«i 6-f T-faySi 

erUli Für die Diekriminante D«21 erhSlt man nur die eine 
Periode 

{8,8, 1), {1,8,8}, 

alao den Eefcfcenbmeh 

P, 1] 

für die Zahl 

s 

§ 4. Die Ein^tML 

Unter einer Einheit der Diskriminante D Tenfcelien wir eine Zahl 
Ton der Form 

(1) ».id^, 

in der t und u ganae Zahlen aind, deren Norm entweder — + 1 oder 
— 1 iat, alao 

(8) '-^-±1. 

Hinuwh »t 

(8) •r.^^'.i»-., 



▼om Zeiehen abgesehen, der reiiproke Wert von 9', vnd nacii dem 
Satefl^ dab die Norm einea Prodoktea dem Ptodnkt der Normen 
dar Faktoren ial^ iai daa iVoM< moeier BinkeHen dendbm D id en rnm anie 
meäer eim MkheU äkter Biderimmaiiiite, Jede Potena räier Einheit mit 
poaitivem odar negativem Exponenten iat daher aoeh wieder eine Binheii 
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Unter diMen Eblieitaii imd die ZaUen ±,1 enÜuUieii. Die fibrigen 
gehdren m je Tieren znmmineD; nSmlich 

(4) ^-1, 

die ans der ersten durch die ZeichenAndemngen in den 2^1ilen t, u 
herrorgelien. Unter diesen vieren ist immer eine, die positiv und 
grSfser als 1 ist, und dies ist ^ eelbety wenn wir t nnd ti poeitiV an- 
nehmen. 

Unter den Einheiten, die gröiser als 1 sind, giebt es eine^ 



(6) «_I±p5, 



die imtear aOen die Umnite iet, nnd diese entapricht den MmufaM pO' 
siHvm Werten < — 7, ZT*, die einer der Bedingongen (2) genOgen. 
Sefeaen wir nimlich 



mit positiven t, u, t^, u^, und nehmen an, es sei 0-^ > f^, so muls 
(mit einer Ausnahme) t, U| > u sein. Denn die gestellte Forderang 
Tcrlangt 

(6) (<,-^ + (u,-„)y]D>o, 

und es können also gewils nicht beide Differenzen ^ — t und U| — U 
n^^tiv sein. Femer muls nach (2) die Differenz 

(7) ^._<._(^_^.)D 

einen der Werte 0, -f 8, — 8 haben. 

Da D eine Diskrirainante, also - 0 oder = l(mod4) ist, so ist 
D mindestens » 5. Die Differenzen ([ — und u\ — u* sind entweder 
gleicb Null oder, dem absoluten Werte nach, ^ 3. Denn es ist 
— — 0(^1 + Of ^ ^ ^ Tersehieden emd, ao aind 

^ — < und ^ + 1 nieht einander gleich. Sie aind alao entweder beide 
gerade oder beide ungerade ganze Zahlen, nnd fol^ch ist 3 der Ideinate 
Wert, den ihr Produkt haben kann. Ebenso ist ea mit — «*. 

Ist nun Ui ^ u, so mufs wegen (6) nnd (7) — poaitiT und 
^ 8 sein. Ea bleiben alao die folgenden Möf^ehküten: 

U|_#« = .H, 5, (u«-t4»)D = 5, 3, 
Ton denen aber noch die beiden letaten weg&Uen, da (it' — i^)i>. 
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wann es nicht verschwindet, mindestens gleich 15 sein müfste. Es 
bleibt also nur 

woraus sich m=1, f*! — B, 7) = 5 ergiebt. 

Dies iet die oben enrahnle Aiumahme, bei der w iat: 




Es mnfip sbo, Tcm diesem Falle abgesehen, «i>« mid fblgUdi 
(i^ — u*)D mindesians gleieli 15 snn, and dann ergiebfc sieh ms (7), 
daib sodi ^ — 1* positiv sein mnlb. Wir haben also: 

Warn ^ wädui, so mässen (äbffeadm «OM dem emm ÄMmtahmtfiäl, 
m dem u konstemi IMi wtd i oOsm w9iM) die ZaMm i und u gleidh 
täüg wachsen. 

Die Einheit 9, die unter allen denen, die gröfser als 1 sind, die 
kleinste ist, heirst die Fmdameutal-^nheU der IHdenminanie 2). Wir 
beweisen den Satz: 

AUe Einhrifni der Biskriminavte T) sittd Fotenga% der FundomeiUal- 

Einheit, mnUipliziert mit -\- 1 oder- mit — 1. 

Wenn nämlich 0- irt^end eine positive Zahl ist, so ^ieht es, da 
ist, immer zwei aufeinander folgende ganze Zahlen n und n-f 1 
von der Beschaffenheit, dafs 

oder waa dasselbe ist 

(10) 1 ^ < e. 

bt aber ^ > 1 eine Binheit der Diskriminante so ist anch 
»e-'mmB^ Einheit, die nacb (10) Ueiner als 6 wäre. Nach der 
Definition von 6 kann sie aber nicht grObar als 1 sein nnd mute da- 
her — 1 sein, also — 0". w. z. b. w. 

Die Diskriminanten I) zeigen ein verschiedenes Verhalten, nach 
dem man sie in vier Kategorien einteilen kann. 

1) Es kann T gerade oder mH/rrridr sein. 

Ist T gerade, so mufs auch D oder IJ i oder beide) gerade sein. 

2) Ist T ungerade, so ist D und U ungerade, und es folgt aus 
2* — 2)27* — ±4, dab D = 6(niod8) sein mub. Es ist aber nicht 
mngekehrt, wenn diese Bedingung erfHUt ist, T inuner nngendei 

IMese beiden FSlle Irombinieran sich mit den beiden anderen, dalli 
die Nonn tch 0, d. b. T* — DU* positir oder negatir ist 
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W«iiii D — a( das Produkt sweieor nktmi Primudilm a& u/t, 
80 kann man in manchen FUl«n 

d-(ÄVa + yyi>)* oder - KaJl/a + yV^)« 

oder - {^±^y 

Betzen, worin z, y ganze Zahlen sind, die dann wesentlich kleiner als 
T und U ausfallen. Eine solche Reduktion ist aber nur in manchen 
Fällen möglich, über die Legendre einige Sätze von etwas all- 
gemeinerem Ghatakler angestellt hat. Ein allgemein giltiges Eenn- 
seicheii UUkt sieh dafür nkSit angeben. Yfix wollen hier nur einige 
Beupiele fllr die heqpvoehenen vier lUle und ftr dieae Zerlegung 

L T gerade. 17(0) * + 1. 

6 + 2]/6 - (/2 4- V^)\ D = 4.6. 

161 + 30yS7 - (6^8 + »vW, D - 57. 

50+7 Yb\ (keine Zerlegung), Z» = 4.51. 

28 + 31/57 - i(3>^+l/S9)*, D - 4.87. 

n. T gerade. NB" — !. 

0-1+yf, Z>-4A 

ö-6+y37, i)-37. 

9-99 + 13y^ i>-4.ö8. 

^-8 + >/65, P-65. 

$ - 5604 + 569 y91, D - 97. 

9-99 +10 y§6, D-498. 

JIL T ungerade. N{e) - + 1. 

g- ^^+,'>^^ -i(3]/3+]/23)', D 



21. 
69. 



0^l±^ - i(y7 +/n/, D- 77. 
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nr. rmgade. N0 — -1. 

,_M^, 1,_6. 

9_MJ^, 2, .86..) 

§ 5. BereQlmimg der XlnluiteB aas den KetteibraehentwlokliuigeiL 

Mm kmn bekennülioli die Binheiien der DiekriininMitft D ans den 
Kelteiiliiradifliitwicklangeii der zedozierteii Zahlen ableitom. Wenn 

Sf 



(1) — IL±Jt£ 



eine reduierte Zelil der INskziminamle JD isl^ wenn also i) — — 4«s 
und Xf iff a ohne gemeinsanien Teiler sind, so iSbt sidh, wie wir ge- 
sehen habeoi diese Zahl dueh einen periodischen KeUoihnioih 



(2) o ^ [a, Ol, Oi, • o,_i] 

darstdlan. IKe Zshl m wollen wir die LSnffe der Ftriode nennen. 
Jedes VieUhche m Yon n ist dann gleiehfalls die Liage einer Periode^ 
tmd es ist also, wenn Py, Q, Zähler nnd Nenner der N&henmgsbrflohe 
sind, naeh den bekannten S&tsen Aber Kettenbrttohe: 



(?) — + 

01+ . 



•—1 + i 



Hierin eind Fm, Qm» Fm-u Qm—ipc^sUweffonee Zahlen, die der Oleiehung 



(4) «mPm-l = ^- U' 

genügen. 



m 



1) Bekbei HMeriel m Beiq^ieleii findet Ben in Legendret ZaUentheoiie 

(Deatach von Mn>;er, Leipzig Degen, Osnon PellieniM (Eopaüiagen 18IT); 

Oftyley« Jonen. fOr Math. U. 
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Ans (3) erhftli man die quadratische Gleichung fäi a: 

(5) - (P« - ^_,) a» - P,_t - 0 

und dann durch Auflösung: 

(6) 5^;; 



Hierin ist die Qoadratwiiiael positir sa nehmen, weil der inar 
tionale Teil einer rednzierten Zahl positiT ist. 

Dieser Ausdruck mob also mit dem Ausdrude (1) ttberonstimmen, 
und wenn wir mit eoMm nodi unbestbnmten Faktor « erweitexn, so 

folgt 

(7) uVD~ ViFV- + 4 P«_i , 

(8) üff-P«-««-!, 

(») 

woraus, wenn man it" (2) — y*) bildet, 
(10) i»«-P«_i. 

Da üT due gemeinschaflilichen Teiler sind, so ftalgt noch, d«(s « 
eine posifwe ^imifs 2aM isL 

Seist man fisnier 
(U) «-P. + «— 1, 

worin < ebenftUs eine posi^Ts ganie Zahl ist, so etgiehi si<di sns (7) 
und (11) mit BAcksieht auf (4) 

(12) <»-2>tt»-(-l)'*4, 

und folglich ist 

Slfl9 JHT IHskriminante D gehörige EitütöL 

Da m ein bdiebiges YielfiMshes von n sein kann, so erhUt man 
auf diesem Wege unoidlich Tiele Einhinten. bt n eine gerade ZaU, 
so haben alle diese Zahlen posÜme Norm. Ist aber n ungerade, so 
haben sie abwechselnd positive und negative Norm. 

Es gilt aber auch der Ssts, dessen einfachen Beweis wir hier nicht 
ausführen wollen^), dafii man aus der Kettenbruchentwicklung irgend 

1) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra. 2. Aufl. Bd. I, § IM. 
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einer lednsiertea Zilil der Dieirriniimiiite D oBe JSmAüifen dieser Diekri- 
minaiite erhält^ und dftb man alao die I^mdamenkilekiheit findel^ wenn 

man in den Formeln ( 5^ bis (10) m gleich der Periodenlange n aanimnit. 

Wenn diese Periodenlange alao garede ist^ so giebt ee keine Ein- 
heiten mit negatiTer Norm;.iet sie ungerade, so gieht ee solche Ein- 
heiten. 

Da die Existenz von Einheiten mit negativer Norm aber nur von 
der Diskriniiiiantp A nicht von der besonderen Wahl der reduzierten 
Zahl b) abhäugeu kann, so ist auch die Eigenschaft, eine gerade oder 
eine ungerade Periodenlauge zn haben, gleichfalls nur yon D abhängig, 
nnd es fo]gi> dab die versduedenen Perioden £Br dieselbe Determinante 
mhiteder aUe eme fferade Länge oder eile eme ungerade Länge hesäten. 

§ 6. Äquivalente ZahleiL. 

Zwei Zahlen to und co^ heifsen äquivalent^ wenn sich vier gante 
Zahlen a, ö mit der Determinante 

(1) « — «d ~ -> ± 1 

bestimmen lassen, so dab 

ist Diese Benehong Ton « so ist gegenseitig, denn ans (2) folgt 



L JJU resHonemen Zähle» sind unter euumder ägmoaXent. 

Denn setsen wir m^m/n, «>i — iM|/tti> ^orin m/n nnd Wi/^ 
lednsierte Brüche sein sollen, so können vir auniohst Tier Zahlen 
u, fi, y, d MO bestimmen, dab 



[ym + 



weil m und n ohne gemeinsamen Teiler sind. 

Ist aber Oq, ß^, y^, dg irgend eine Löäimg von (4), so erh&lt man 
die allgemeinste LSsung, wenn x, y willkQiliclLe gsnie Zahlen sind, in 
der Form: 

und daraus, wenn e = «d — ßy, a„d<, — /j^y^ ist, nach (4) 

« — + — 
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und dft wieder fH| and n^ ohne gemeinsamen Teiler sind, so kann man 
hienns r und y bo bestimmen, dals s einen belie1>ig gegebenen Weii^ 
■lio «och den Wert ± 1 erhält. Dann ist aber 

alm mjn und nii/iii iquivaleni 

n. Am der ZuBo m mem e tnmg der Unearm SubtÜMimen er^dnt 
wk, daß Mwei ZtMen, tHe mU einer driäm ägmvalletU mtd, aitdt mUer 

enternder äquivalent sind, und man kann aiso aUe unter einander äqui- 
valenten Zahlen tu eine Zahlklasse vereinigen. Jede aokhe ZeMkUuee isi 
durch einen ihrer Bepräsentanten eindeutig bestimmt. 

Eine reeUe irrationale Zahl m lafst sich auf eine Weiee in einen 
regelmäbigen «utendMehen Kettenbrach entwiekehi: 

1 



» — «0 + 



+ 1 + . ^ 
«. • + -= — . 1 



wenn eine positive oder negative ganze Zahl, da ai, Ot, . . ,f Op^i 
positive ganze Zahlen sind, und ci>, > 1 ist. Die Zahlen Oq, ai, . . ., i 
heifsen die Teilnenuer, die Zahlen w, die Schhifszahlen vom Rang v, 
und diese Entwicklung läfst sich un])egren7,t fortsetzen, d. h. man kann 
V beUebig grofs annehmen. Darum btiisen diese Kettenbrüche unetid- 
Ueke iTettenbüdW. Die Schlnbzahlen cd, sind alle mit a und folglich 
sneh nnter einandw iquinleni 

in. Die miwetidige und hemw^ende Bedingung für die Ägmwäm» 
Mimer reeOer irratiomder ZäUen ist die, daß «i ihren KeUenbrneheniieidt- 
Umgen die Sddußtahlen und fci^ßiek aeuh die Te i b i e im e r ven e ine m gewiesen 
Bange an mit einander ühereinsUmmee^ eder dotßt wie wir uns auch ante- 
drüdBen VSmun, die Ket^nbrtidieHkeieldungen denselben Bndoedaef häben. 

Für den Beweis dieses Satzes verweiee Utk auf mein LehrikMh der 
Algebra (Bd. I, § 129 der 2. Anfl.). 

Diese Begriffe und Sätze wenden wir nnn auf die quadratischen 
Irrationalzahlen an, und steUen den Sata an die Spitze dieser Be- 
trachtongen: 

TV. Tsf (0 firif rerllr quadratische IrrafitDialzahl . so ist jedr mit to 
äquivaUntf Zahl oj^ ebenfalls eine reelle quadratische JrrationaUahlf und 
die Diskriminanten heider s^J. dieselben. 
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Setasen wir nämlich in unserer früheren Bezeichnung 



(6) 

so wird nach (2) 



8l 



und wenn man den Nenner rational macht, ao ergiebt dne ein&ebe 
Keolmnng: 

(7) -,-*+'^^ 
worin 



2 z. 



(8) 
(9) 



= — y*x -f yd«/ 4- 
nnd man erliilt dwch AnftBenng dieaer Oleiehongen (8): 



(10) 



Daraus folgt, dafs ein gemeinadiaflliGher Teiler toh l^t^i^i aach 

gemeinschaftlicher Teiler von x, y, e sein rnüfste und umgekehrt, und 
wenn also die Form {Xfy,e\ primitiv ist, so ist auch (aTj, f/,, ] primitiv. 

Wenn man eine reduzierte Zahl in einen Kettenbrnch entwickelt, 
so sind alle Schlulszahlen gleichfalls reduziert, und in der Kettenbruch- 
entwicklung einer nicht reduzierten Zahl sind die Schlulszahlen vou 
genügend hohem Rang reduzierte Zahlen (Algebra Bd. I, § 132, 1). 

Wir haben also den Satz: 

y. Jede reelle quadraUst^ IrnüionaJLzM ist einer reäwsierten Zahl 
ägmvalmt. Die KetktUfmthenihviiiämg emer jeden reeBe» qmKbraUs^en 
IftaHomlMald hat einen periodiiadim EndeerUsitf. 

Die rednzierton Zahlen geben einen rein periodischen Eettenlnraoh, 
die nicfafarednaierten haben noch Teilnenner, die dem Beginn der Periode 
Toihflvgehen. 

VI Nimmt man dies mit dem SaiUe 4 Miuammen, m folgt, daß mvei 
redußierte Zahlen dann und nur dann äquivaient snid, wenn sie in der- 
selben Periode (§ S, (9)) varlommen. 

AMhiT dw MatlWBUttk «od n^ilk. HL tMbm. IV. 14 
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VDL Die AnsaU der Klasse» redler quadroHscher Lraiionalgahten 
fär eine gegAem Dtteirmmanie D ist äko mäUA und gteiA der Ätuahl 
der Perioden der rednurierien Zahlen. 

§ 7. Eigentliolie mkd uieigmitUciho Iqviyilsiii. 

Man kann auf zwei verschiedenen Wegen zu einer schärferen 
KlasBeueinteiluug der reellen quadratischen Irrationalzahlen gelangen: 

A. Die beiden äquivalenten Zalikn lo, Wj i^t? {'2)) htifsen eigent- 
U(k äqviimäieinAt leem Me Determmmiie s^mi — =^ 1 ist, uneigenl' 
Uek ägvivälentf leem» e '^■^l igt, 

Da der ZiuammeiiaefcEimg zweier lineann Sabvtitutioiien die Mnlta- 
plikaitioii der Deiermiiiante entspricht, eo haben wir die Sfttie: 

I. Zwei Zahlen, die mit einer dritten eigentUoh iqniTalent Bind, 
find nnter einender eigenüidi Squivaleni 

II. Zwei Zahlen, die mit einer dritten nneigentlieh iqmvelent 
sind, sind unter einander eigentlich äquivalent. 

III. Zwei Zahlen, von denen eine eigentlich, die andere nneigent- 
lieh mit einer dritten äquivalent ist, sind nnter einander nneigentlieh 
äquivalent. 

IV. Zwei benachbarte Zahlen «o^, ag einer Kettenbruchentwickluug 

sind uneigentlich äqtdvalenf. Jede quadratische Irrationalzahl ist daher 
mit reduzierten Zahlen .'sowohl eigentlich als aneigentlich äquivalent. 

V. Eine mit sich selbst nneigentlieh äquivalente Zahl ist not- 
wendig eint' reelle quadnitische Irrationalzahl, und es giebt eine zu 
derselben Diskriiuiuante gehörige £inheit mit negativer Norm (§ ö, 
(3) bis [12)). 

VI. Wenn es also EinfieOen mit negativer Norm giebt, wenn also 
die Periodenlänge der Diskriminante D ungerade ist, so sind zwei äqui- 
valente Zahlen atete zngleioh eigentlidh nnd nneigentUdi Squivaleni^ 
und man bekommt dieselbe Klamwmeintmlnng nnd Kkmennhl, wenn 
man andi nnr die eigentlieh SqniTalenten Zahlen in eine Xhaae 
▼ereinigt 

Wenn es aber Iteine EinheU mU negativer Norm giebt, die Perioden- 
lange der Diskriminante D also gerade ist, so sind niemala awei ZaUen 
sogleich eigentlich ond nneigentlieh iqniTalent. 



1) Mathematisclie Annulea 48» 4M. 
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Vereinigt man also jot/t nur die oigcntlich äquivalenten Zahlen 
der Diskriminaute 1) in eine KIh.^sp, su zerlalit ji df der früheren Klassen 
in zwei Klassen, und die Kiasäenzalxl verdoppelt »ich. 



S 8. Ganz and halb äquivalente ZaUen. 

Die weitere ZerfiDnng der Klaasen iqmyBlenter quadratisclier 

Irrationalzalüen kann no€h nach einem anderen Prinzip geschehen, das 
auf der folgendm Definition beroht, die sich nicht wie die vorige auf 
beliebige Zahlen, sondern nur auf quadratische Irrationalzahlen bezieht 
B. Zwei quadratische Irratioyial zahlen o, db* IHäsrmmtmte D, 
die eu einander in der Beoiehung stehen 

(1) -i-'^Xl' '»-ßr-±i. 

heißen ganä äquivalenit wenn die Norm N(ym + posUiü ist, halb 
äquivalent, wenn N(yt9 + 9) n^gaÜv isL 

Ist «ne dritte mit o nnd iqmTaleaite Zahl nnd 

so ergiebt sich leicht 

(3) N{ya + *) Nir^m^ + 6^) = i\r(y,o + 

und daraus können wir ganz wie bei der eigentlichen und uneigent- 
liöban Äqniyaleni die SehUlM« 

L Zwei Zdilen, die mit einer cbritten gana iqnhalfflit sind, sind 
unter eiumder gans Sqnivaleni 

U Zwei Zableiii die mit einer dritten halb Sqnrralent sind, rind 
unter einander gana Sqnivalent. 

in. Zwei Zahlani von denen die eine ganz, die andere halb mit 
einer dritten iqniTalent ist, sind unter einander halb SqniTaleni 

IV. Eine Zahl, die mU ndk wlSis^ halb ägtUvaient is^ ist anch mU 
stA 8eR)st titieigentlich äquivalmt, und umgekehrt ist eine mit sich selbst 
mieigentlioh äquivalente Zahl anch mit sich selbst halb äquivalent. 

Denn setsen wir 



so sind 0» und o' die beiden Wurzebi der Gleichung 

y«>* — (« — d)«> — /I — 0, 
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und folglich ist, wenn t eine unbestimmte Grölke ist, 

y«*-(«~d)*-/J«y(«-o)(«-fl»')-yjr(«-«); 

»etztiu wir darin / = — d/y, so folgt: 

N(ya + d) - ad - ßy, 

woxsoa der Satc IV fblgi 

y. Zwei benaohbarte Zalüen o,, at^: 

(4) «,-« + 5. 

sind ganz oder halb äqui?aleut, je nachdem die Norm tou positiv 

oder negativ ist. 

Da die Nonnen dar reduzierten Zahlen alle negativ sind, so folg^ 
dab Ewn benaehbarte Zahlen «ner Periode immer halb Squivalent 
sind, und es ergiebt aich also daraas, dab bei den näitmertm ZaUm 
gante und halbe Agmvakiut ißeidMetUaid ist mä eigatlBiidter tmd uth 
eijfeiUUeher Aqmwäetu. 

Dies gilt aber nur fttr reduzierte Zahlen allgemein. Sonst ist z. R, 
wenn die Norm von co positiv ist, a mit l/o) uneigentlich und au- 
gleich ganz äquivalent, und wenn die Norm von n negstir is^ m mit 
— I/o eigentlich und zugleich halb äquivalent. 

Wenn wir nun die Zahlen der Diskriniinantt^ I) in der Weise in 
Ellassen einteilen, dafs wir nur die ganz äquivalenten vereinigen, so 
erhalten wir, falls es Einheiten mit negativer Norm giebt, keine weitere 
Zerrung; dagegen vetdoppett sieh die ZaU der Klassen, wenn es 
keine Einheit mit negativer Norm giebt. Die so gewonnenen Elaasen 
simimm mt dm nad^ mgemläiök» Äguhakitt gAäddm m den redutierfen 
JSMm iSberem. NuAt redimerie ZeMen aber Jämun nadi der eüun 
Emkikmg in dera^ben, iioeft der anderm in versdiiedeiieH KUumt var^ 

Strafsburg, im Mai 1902. 
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Untersuchung der Integrale einer linearen Differential- 
glelchoiig in der Umgebung einer Unbestimmtheitsstelle 
TermittelBt snccesslTer Annähemngen. 

Von J. Horn in ClausthaL 

Heir Faohi hat in den Amudi di Ifaiaiiatica^) Termittdrt eiunr 
Meihode BnoeeMvver AimSlwniiigen eine BeÖLeneniwicikluDg der Lii»> 
gnle «iner linearai DMfarwitiifcii^ftifflinng htergeatallt, welche fifar jedflm 
nichi singnttrai Wert der Yeribidediehen konyergeat ist*) Im 

Folgenden werde ich zeigen, dals eine passende Umgestaliung dieser 
Beihenentwicklung besonders geeignet ist, das Verhalten der Integrale hei 
der Annäherung der Veränderlichen an eine ünbestimmOieitssteUe eu 
uyitprmdim. eine Aufgabe, welche von Herrn Poincare vermittelst der 
Laplaceschen Transformierten erfolgreich in AngrifiF genommen wurde, 
und bei welcher die der Differentialgleichung formell genügenden di- 
vergenten Reihen eine Rolle spielen.') 

Ich beschränke mich vorläufig auf eine Klasse von Differential- 
gleichungen sweiiar Ordnung, fllr welche sidi daa Yerhaltan der Inie- 
grale In der gangen Umgebung der TMes U mmffi e itssUjBe, welche man 

1) Fachs: Annali di Mateiuatica (2) 4 (1870). Vgl. Schlesinger^^ Handbuch, 
Bd. I, 8.870 — 889. — Man sehe auch Burkhardt: über einige mathematische 
Bewiltate neneier MtHMMMniMiher Fondiungeu, inabcMmdere Aber irr^l&re Li- 
tognle Bmanr Diggwirtitlgteiciiwiigea (Dongr. Math. Papen, vol. I, p. 18). Ver- 
wandt sind die m^thode« d*»ppro»iinatioii« ■neeowives von Picard (Tmitö d'Ana- 
Ijse, Bd. m, S. 88 ff.) 

2) Anwendung dieser Daratellung der Int^prale von Ofiniher: Grelle« Joum. 
106, 109. 

3) Poincard: Amer. Joum. 7, Act. math. 8. Vgl. Picard: Traitd d'Analyse 
Bd. III. Kap. 14. (Zur Einführung in dieses Gebiet dient auch da« Buch von 
Schletiinger in der Siiuuulong Schubert.) Au Poincarä schliel'eeu sich ver- 
lobiedene AnfkAte» d<a YerflMsen ao, von denen nur die auf lineare Differential- 
gleichungen zweiter und höherer Ordnung bezüglichen genannt seien: Crelles Joum. 
118; Math. Ann. 49, 50; Jahresbericht der .Mathematikcr-Vereinigiing S; ,\ct. 
math. 24. Ferner sind Arbeiten von Herrn Kneser Uber lineare Differential- 
glddrangen swdter Ordnung an nennen (Crelles Jenm. HO, 117, 120; Math. Ann. 40). 
Herr Dini stellt (Annali di Matematica (3) 3, 8) ebenfalls eine Reiheneut\\'icklang 
auf, welche zur Untersuchung der Integrale für grofse Werte der ^^'ränderlichen 
benutzt wird. Vgl. auch eine neue Arbeit von Herrn Jacobsthal (Math. Ann. 56) 
Aber eine qtedelle Uneara Differentiidgldelrang S. Oxdnnng, welehe an Hetm 
Weber ^bfh. Ann. 87) anknüpft. Schlierslich sei an einen wichtigen älteren 
Anftata von Hankel flber die fieaielaclien Fankti<nien (Math. Ann. 1) erinnert 
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zwerkmäfsig ins Unendlicbe verlegt, am übersichtUchsten darstellt) ich 
betrachte die Differentialgleichung 

(^) 0+^2+«»-». 

deren Kueftizieuten 

FiinktioD€ii Ton x maä, wddia sieh in der Umgebung dar SfceU« 
«-»eo u koiiTiigeDte Poteiizraik«ii entwicknihi Uumn. Eb handelt 
fiflik luer mehr um die Darstellung der Methode aLi um neue SHttse. 
Indeeeen ist der am Schlufs der Arbeit hervorgehobene j^mpteatz bis- 
her nur für den Fall, daTs P und Q rationale Funktionen von x sind, 
in derselben Vollständigkeit bewiesen*) nnd zwar im Ansohlnfs an 
Poincare nach einer Methode, welche auf die jetzige allgemeinere 
Differentialgleichung, deren Koeffizienten nur in der Umgehung der 
Stelle x = oo den Charakter rationaler Funktionen zu haben brauchen, 
nicht mehr anwendbar ist. 

Eine kurze Znsammenfassung der im Foppenden abgeleiteten 
Beenltate findet sich in den Comptee rendtu rom 17. Jaonu- 1898. 

1. Die lineai« Difllnentiai^mciiung {Ä), deren Unke Seite m mit 
D(y) beMiehnan, wird, wem die Wur/^ der dumtkterittkAm 

«0» euumder vendUedm amd, dnrch die Thom^schen Normalreihfin 

^-e^-«e.(H- § + § + 



welche im allgemeinen diTergent sind, formell befriedigt*) Wir 

(ti und ttf reell nnd «i > 'vwaas, wm durch eine Siibstitnti<m von 

der Form ^. . 

y-e"yj, x^bXi 

erreicht werden kann. 

1) Math. Ann. 49, 50; Act. math. 28. Ofwiese weitergehende Unter- 
suchungen, welche ich früher in speziellen Fällen {.'»'führt habe, bleiben hier be- 
stehen (vgl. den /.weiten Aufsatz im 49. Bd. der Math. Ahil). 

O, -f *i 

«) Dabei irt — — ^„^^^^ (*-«.«)• 
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Die FonktioiHii 

ganflgen dar DiffnreiituJgleiehiii^ 

wobei 



y' <pi g>t 
y" K ^ 



9t 9a 



-fl(v,)-e''V'-'¥,(i) 

WO ^i^"^) oine bei co reguläre Funktion darsteUt. SeUt man 

^(y)-A(y)-A(y), 

so irt 

Wir Terstelieii mm unter ein Iht^pral von " ^ (zuerst 
«^»91, spSter 9^) nnd sobimben die Eette Ton DiffiBsentialc^diimgen 

Dx (m™) = J)i (m„ _ 1) (»»1. f, 1, . . .) 

an, woraus wir nach einander die Funktionen Nj, j/^. ... berechnen, 
indem wir ein partikuläres Integral einer jeden Differentialgleichung 
passend fixieren. 

Unter Anwendung der Bezeichnung*) 

haben wir zor Bestimmiuig Ton ««, die nicht homogene linesreDifliBrentia]- 
l^aehnng 



woraus wir erhalten: 



t 

-2>-(«)Ä.-.«)§[y<« 



1) Vgl. Schlesingers Handbucb Bd. I, S. 370 ff. 
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iiAlireiid aich für 



fligiebt: 



i>.(-«) - F^ix) 

i 



Dabei ist gesetzt: 



^(0 



— -=^.(0 - »»iCO, 



Die ÜBtto untere Integntionagmue ond der in « endigende In- 
tegrationsweg 2 werden im nSeheten Paragraiihfln in einer unseren 
Zweimen entspreehendcEn Weise geirohli Sodann wird in Nr. S. geingt^ 
dab die Beilie 

«H> + «i + «! + ••• 

in einem gewissen Gebiet der ^-Ebene unbedingt und glei 
konvergiert und der Differentialgleichung {Ä) geuUgt 
Der Bequemlichkeit halber setzen wir 



sowie 



^ — pi - (», 



so dals cc eine reelle, positive GrSfse isl^ nnd betraehten die Differential- 
gleichung fllr #. Mit anderen Worten, wir setMn in den bishengen 
Fcnmebi 

«1 - 0, - 0; «,--«, (»I - - ^ 

und 



9x - 1» 
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Dann ia^ wenn die Baehataiben p nnd 9 Potanflneihfin dar bogeftlgiaD 
Aignmante baanohnaiiy 

- ^ (r ' ^ + . 

Wir haban nur aoMaaaiTaii Baraehnnog tou «i, «i^ ... die Formeln 

«•F.(«)-/<'f«_.(o-m«)-^; 

wobei wir von 

ii^-yj(a;)- 1, 

anageliaa. 

2, Abgaaahen T(m der UnbeatinimtliaitBakeUe — oo aollen alle 

aingalären Stellen der Differentialgleichiing {A) innerhalb eines um 
den Nollpunkt mit dem Radius r beschriebenen Kreises liegen. In- 
dem wir unter H eine beliebig kleine positive Gröfse yerstehen, be> 
sdiränken wir nna anf Werte von deren abeolater Betrag grGÜMr 

ala JS iaty nnd deren Argoment swiachen — -| + ^ und ^ — ' 

Uagi Daa ao abgegrenxte Gebiet der s-Ebcne heilke 

Znniehai liege m in denjenigen Teü dea Qebietea Q, in welchem 

*^arg«> — l + d 

iai lUla «^aigji;>0 ia^ beateht der Litegrationsweg, welchen wir 
der Ein&chheit halber wählen nnd welcher dnroh einen SquTalenten 
Wag eraetat werden kann, ana der reellen Aohae ron — oo hia — \x\ 
nnd ana dam die Ponkte — 1«| xnd « Terbindenden Eraiabogen Tom 
Mitfeelpimkt 0, welchaEr im Sinne abnehmender Aignmente von x an 

dnrehlanliBn iai Im Falle 0>argjp> — ^ + d nehmen wir einen 

Integrationsweg, bestehend ans der reellen Achse von — oo bis —V), 
dam Sjrebbogen vom Mittdpnnkt 0 nnd vom Badiua wckher tob 

1) Dabei ist — <it gewlrt, so da& |>0, q>0 irt. 
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— I bu 1 im Sinne abmahnwiMiw AigoniMBttt dmeUanftBi wird, und 

der Vatbindongsgeraden der Punkte | und x. Ein Weg der ersten 
Art möge mit 1'^ «in Weg der iweiteii Art mit l" beieiohnet werden. 
Es ist 

-|.| * 

— f « n 



yi"i</"+r^*+/i?') 



Nun ist aber ^ > sin also 



S\ 



dj^ I (i«f »-|.cotg<)co«ectf 



Die In den Ausdrücken für <*i*o(0» fi'^t^)t /iC» ^) enthaltenen 

Polenireihen Ton j besir. von j nnd ^ sind fBr U| >r, \x\>r kon- 

▼ergent; ibre absoluten Betiige liegen also für alle dem Gebiete O 
angeb&wnden Werte Ton x woAn endlieben Grenaen. 

Bs ist nocb an leigen, dafii aneh äeae abaolnte Betmg von 

für alle Punkte x des Gebietes fi und fiir ulle Punkte / des Inte- 
gratiousweges T oder l" unter einer eudliclien Grenze H liegt. 

Für jeden Punkt t des Weges X oder l" ist der reelle Teil Ton 
x — t poaitiT (oder ^eidi Nnll fSxi^x)-^ also ist 

Wenn unter 8 eine positiTO QrSlse Tcntanden wird, die wir gröte als 
gl- annebmfln, so ist für 

t 1 t 

I <«> 



X in dem angegebenen Gebiet und t auf einem der be- 



r Dabei ist Ic eine endliche pocitivf Gr^rse. 

2) An Stelle des Nenners \x\* i»t der kleinere Wert 4* auf dem gerftdlinigen 
Teil von l" gesetzt. 

8) Im Gebiet Q ist ^ <cot9«. 
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Bcbriebenen Integrationswege liegt (so dafs das Argument von ^ zwischen 
endlichen Grenaen bleibt), 

l(i)1<^'). 

also auch 

l*l<Ä 

El kMm nur dann 

■ein, wenn twm^f^ t neU pontiT imd grSfrer als s| o; | ist, d. Ii. wenn 
t am Anftog dea ana dem Ünendliehen kommenden üntegrsHoniwegee 
Uegi Wir aelMn + V- Im FaUe ^' < 0 iat 

i(i)'i-i(fri-ifr''"-^<'"'<^'). 

alao aneh 

l*l<Ä 

Im Fall 9' > 0 haben wir 

|flp-*| - \ x\-^ffi'***' <QBr9'\ 

wegen |«| <~ wt 
alao 

mithin liegt I ^ | unter einer endlichen GröDse JET, wenn i ^ «JB, also 
Mieliy wenn t > 8\x\ iei 
Die ündeieluBg 

-l<- 

kann nickt beeleken; anf einem LitegratiouBweg V ist nimlich Uj^i^i; 
auf einem Weg T iat der Ueinate Wert Ton \t\ ^mch dem reeUem 
Teil I von nnd ea iat 

H>™*>f 



1) ilt eine endMohe poiittTe GrObe, die 10 grob >a Behmen ict» dab aadi 
die folgenden (H «nfiiaUenden) Ungleichuogen erfOllt sind. 
10 üatar 0 TentdNB wir eine endliehe poeitave Qsöü», 
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Biiher war 

angenommen) ist 

% <^ 9x%x < ^ — 

80 besteht der Integrationsweg aas einem Teil der n^ativen reellen 
Adue imcl mnem Kreisbogen, welehmr im Sinne wachaendar Aigiunanta 
dnroUaafSHn wird, woran sich nnlar ümattodan eine Gerade anschlielbt 
Die bidierige SdilnlaweiBe erfShrt kdne weaentliehe Indonuig. 

Es sind denmaeh «NcRieifte jMSdiiw Gfdßm M, M^i N md h so 

\f{t,')\<Jt, \m^\<it„ \fF,(f)\<y, 

ist, wenn x der im Gebiete G liegende Endpunkt des f/efcählteti Inte- 
grationsweges l (V oder T') und t ein hrJichiffcr Pufdi dieses Weges ist. 
Die bisherige Schlufsweise brancht nicht geändert zu werden, wenn 
unter x irgend ein Tmtlt von l und unter t irgend ein vorausyeiiender 
Punkt rerstnnden trird. 

3. Nunmehr können wir beweisen, da& die in Nr. 1. auf- 
gestellte Reihe 

«0 + «, +II8 + -.- 

für alle dem Gebiete (r aiigehürigen Werte von x unbedingt und 
gleichrnüfsig konvergiert, wenn alle lutegratiouen über den in Nr. 2, 
beschriebenen Weg 2 erstreckt werden. 
ZionSehst ist 

Aus den am Schlüsse von Nr. 1. angeschriebenen Formeln für und 
a?F^{x) folgt fOr 1, wenn man 

< 

setst. 

ia*F,fa:)l<3f2VL,. 

Die letzte Ungleichung gilt nicht nur für die obere Grenze Xf sondern 
für jeden Punkt des Weges /, d. h. es ist 
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Nun «rgiebt mlb den fttr m — 2 gültigen Fonndn 

und ähnlich 



Weiter erhält man 
und allgemein 
oder, weil 



i«.i<^^ 



riii-li# »1*1 ir V 



Hienuit ist die w^tedingk md gladimäfsiffe Konvergent der Eeihe 

9 > H| + «1 + «I + • • * 

tm G^iek O beiwiewn. 

Die AblMtnngcn der Reiheniamme ff erhilt man abo .dwch (^ied- 
weiae Düferartiation. Nun ist 

A(«o + % + • • • + «O — A(«'e + «i + 1- «^-O» 

also für lim m — oo 

oder 

D(,) - 0. 

2><« Reihe rj stellt also tün Int*[pal der Differentialgleichumi (A) dar, 
in welcher =-0, Qi ~ 0 angenommen ist, oder mit anderen Worten, 
ein Integral derjenigen Differentialgleichung, wekiie aus der nrsjjiüng- 
lichen Gleichung (Ä) durch die Substitution y == c"'^xt''£ hervorgeht. 
Später betrachten wir die Reihe 

ala Integral der onprüni^Ghen öleiehnng (Ä). 
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Aach die Bähe 

+ M«+J H ) 

ist im Qtbiet G ^ekimäfäg homergetU, denn es wt (v — 1, 2, • • •) 

4. Behufs Untersuchung der emzeinefl Glieder der ll«ihe schalten 
wir folgende Betrachtung eiiL ' 

£s »ei 



m sei eine reelle positive Gröfse, die m integrierende Reihe sei 

hinreichend grofse Werte von \x\ konvergent und der Integrationaweg 
l ha))o die in Nr. 2. beschriebene Gestalt oder sei dem dort betrachteten 
Wege äquivalent; er verlasse die titeUe o; »■ oo mit arg x = x oder 

mit einem iwisehen ^ und ^ gelegenen Aigomenft und verlaafe im 
Gelnet 

welchem die obere Integrationsgraue x sngehOri Setst man 



so erhält man durch partielle Integration 



dnreli wiederholte Anwendung dieser Formel eigiebt sieh eine Gleiclrang 
▼on der Form 

Co«/« + -f- • • • + c„J„ - ^*x<f(Co + ^ + • • + + ^'^-+« • 
Wenn man 

setzt, 80 hat man 
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oder unter Einführung einer beqaemeren fiezeichnung 

■ * 

oder, w«im nuui 
setzt, 

War x ursprünglich reell negativ und verlief der Integrationsweg 
in der reellen ^Achse, so stellt jetzt die positive reelle u-Achse den 
lotegratioiurireg in. Wenn eieb « von der negativoi neUea Adue 
(arg r — sr) am bewegt^ oluie die poeitiTe reeUe Aehro m flberachreiten 

aoust würde d'w unter (kin Inteffralzeicheu stehende Potenz von 1 

filr einen Punkt « des Integrationsweges unstetig werden — , so stellt 
der letzte Integralaosdrack die Fortsetzung von dar. Wir beschränken 
X &\x£ das Gebiet 

|<arga:<2« — ^. 

Wenn u redl pontiv imd \x\'=' R ist, während axg x in dem an- 
gebenen Gebiet liegly lo ist 



Nimmt man j x j < r, so ist 

j^-(l-;;)|>riin| 

und bei hinreichend grolsem r 

wo ff eine endliche positiTe Örö£»e ist Ferner ist der reelle Teil von 

(ff~*-l)log(l- 

von der Form 

±alogjl-^|±6aig(l-. J), 
wo a und b positive GnUben nnd. Da log 1 — ^ I mindestens gleich 
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log siti ^ und kleiner als log ^1 + ~^ isti und der absolute Betrag Ton 
6«rg(l - 1) mitor «««r «idlich«! OrSfiie h hUiht, m> irt 

0 

d. h. «fl nähert sieh ffir lim jc — oo gleicbmürsig der Grenze Null fDr 
die Werte von «ig x swieehen ^ und 2« — . 



Nebmen wir x wieder reell negativ an, so Inderfc der IntegnlMie- 
druflk fttr «« eeinen Wert sieht» wenn wir als Integratioosweg an Stelle 
der poeitiTen redien w-Aelise eine vom Nnllpnnkt der «-Ehene mit 
arg « — 9 ins ünendHeSie gehende Oerade setmn, wi^sni nur 9 swiaehea 

— j und ^ liegt Wir beaehranken .9 anf das Gebiet 

« — t ^ ^ « — i 
-—<9< — ' 

Seist man 

und 
80 irt 

X X 

0 /(<=sO 

wobei die positiTe reelle Achse der u'-£beue deu Integrationsweg bildet. 
Das Integral hat jetzt die vorhin untersuchte Form, da durch den Faktor 
" mit dem absoluten Betrage 1 nichts geändert wird. Der 
absolute Betr.ig von f„ ^i^gt unter einer Grenze, welche aus der vorhin 

angegebenen dadurch hervorgeht, dafs man a durch a. sin * < c cos 9 

eraetat Daher nähert sich c« ^^eiohmäisig der Greoae Noll, wenn dr' 

mit einem Argument swisehen ^ nnd 2« <— ^ oder, was daaaelbe isl^ 

wenn x mit einem Argument zwischen 9 + ^ nnd ^ + 2» — ~ ins 

Unendliche geht. D» non 9 swisehen — Taiiieien kann, 

so ist geaeig^ dab sieh fBr alle Argomente yon x swisehen — ^ + ^ 

und — d gleichmäfsig der Null nähert. 
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Die Qifliohmig 

mit dem angegebenen Wert von (fttr n kann jede guue positife 
Zahl g o i ote t werden) achieiben wir 

J~e"a:*(Co + § + §5+-'-) 
und lageoy das Integral J verde dunA die Seihe 

+ ^ + - •) 

gleickmäfsig asymptoUadt dargegleBt für 

-| + *<«K«<T~*' 

tco d eine heliehig lleitw positive Zahl ist. 

Man sieht, dafs dieser Satz bestehen bleibt^ wenn die zu integrierende 
Funktion m dem migßgAeim MM «om x imrA üe Reihe 

gleichmäßig asympMi»^ dargeeUiit wvrd, auch wenn dUese Heihe nicht 
konvergiert. 

5. Nim ergeben sich leicht asymptotische Ausdrücke fOr die Glieder 
(m = l, 2, . . .) der Reihe ig. 
Es war 

und 

l>iW-«-«f.(i). 

Mao h»t fOr m - 1, 2, 8, . . . 

«. -J'd, (»„_,) ^ « ,lx + e-'x-ofO, (».-,) dx. 

I I 

wenn die in Nr. 1. eingeführten Bezeioihiraiigen beibehalten werden. 
Ba ist also 

«I (i) h (i) + e-"x-^fi/"^-* IJ. (i) |Pi (i) dx, 

I I 

Das erate Integnl «xveheint als Potensreihe tob ^ ohne konstantes 

AnUv teMMlMMttkaad nmk. ULBallM. IT. 15 
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Glied, das iweiie wird dnreli ebe mit er's»—* miilti|iU»jarte Potens- 
reilie Ton im Simie Ton Nr. 4. asjmptotiBdi daigeetelU. Dnreli Ifnl- 

tiplikation des zweiten Integral» mit c~"*t~^ entsteht also eine mit 
dem Faktor Tmehene asymptotische Potenzreihe to& — . Ifau 

hat dramach eine aaymptofciadie Gleichung von der Form 



Daraus folgt 
Weiter ist 

I I 

Das erste Integral stellt sieh hei formaler Berechnung als eine mit x~* 
multiplizierte Potenzreihe von das zweite als eine mit e*'j*"' mul- 
tiplizierte Poteosreihe Ton ^- dar, sodafii man die a^mptotisohe Gleichni^ 



X 



erhili So forlfUireiid, findet man 



d. h. ist » ^ m eine beliebige game Zahl, nnd setet man 



1) Wegw «1—0, o,«- — «; #i— 0, fa — — e irt «v, — «, ^— Oj Oj— f, 
6j 1.0, also 

ferner 



■omit 
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80 nilieit neb, wem x im Unendliche geh^ gleidun&big der Gtense. 
NaUHlr 

wo d eine beliebig kleine poeiÜYe Grölee ist Famer ist 




wo dieselbe Eigenichaft besitzt wie Setzt man 
und 

BO Iflt 

i,-^»4-«, + t4 + ...-l + ^ + ^ + ... + ^+^. 
in dem in Nr. 2. bezeichneten Qebiet G ist die Reihe 

oder, was dasselbe ist, die Reihe 

««+1 + «n+s + • * • 

gleiehmäbig konTergeni*) Ist y beliebig kleine poslÜTe Groise, 
so kann num ^ « so grols wählen^ dafii im Gebiet G 

ist, nnd S so groli, dafii im Ctebiet G fOr \x\>R 

l«i + «. + ---«,l<T 

ist. Es ist also j f | < wenn sich x im Gebiet G befindet und 
\x\>R ist; d. b. die JVndUkm tj wird hei der AmShenmg o» x — oo 
dmrdk die JBetAe 

fßtiäm&ßg otjfmfiMiaA datgesIdU, wMen Wert im JniervaR 

— 8 -f d < argx < -j^ — d 

das Ar^mmmt vom x haben möge. 
1) Vgl den Schlol« von Nr. 9. 
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Setst man 

1^1 — «"•■äfft fl, 

M ivird du Infc^ral % der nraprüngliolieii Dübrantulglaidrang 
dnrdi die Nozmalreihe 

in dar beteliriebeneii Weise ftsymptotisch dergestelli 

6. Wiederholt man die bisher durchgeführten Betradltnngen, nach- 
dem man die äubatitutiou 

angewa^ndt hat, so findet man ein Inteprral % der Differentialgleichung 
(-4,), welches durch die Reihe asymptotisch dargestellt wird. 

Wir betrachten zunächst die Differentialgleichung für x oder eine 
Differentialgleichung {Ä), in welcher 

^-p, ^-0 

itb Hü 1 beginnend, hat mül 

r • r 

der Integratiomweg f Tetttbt die Stelle x — oo ttnge der poeitiTen 

reellen Achse oder mit einem Argument zwischen — ^ und y ; x wird 
auf dae Gebiet O 

beschrinki In dieeen Gebiet Ö ist die Beilie 

• ^ = M„ + U, + M, + • • • 

unbedingt und gleichmäfsig konvergent. Die einzelnen Reihenglieder 
werden, wenn x zwischen den ang^ebenen Grenzen bleibt^ durch Poteoz- 

reihen Ton ^ gleichm&feig aeymptotiadi dugeeteUt: 

Setzt man 
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■0 wird dk F¥inktim ^ «iiirdk die Bake 

in (fern angegebenen Gebiet gleiditnäßig asymptotisdi dargesteUt, also das 
Integral 

der arsprOaglichen Oleicbimg (A) dorch die Beihe 

fii-^*(i + +••■). 

Wir hahem somit den Site: 
imrel, wen» die duniHerieHadte OMdimg 

+ «0« -f- &0 = ö 

#10« verschiedene Wureei» «Ci, ienM, durefc die im aägemeiiun di- 
Mfymls» NornuäreiheH 

Äi-e-.-«».(l + '^ + ^ + ...), 
fl^-e^*,^(l + |i + f. + ...) 

fitrmcll befriedigt. Wir wlnuett, was keim Bcschränhunif der Allgeyndn- 
heit ist, «j und reell und a, > a« rtn. /.)aM« besitzt die Differentieil- 
gleichuny zwei ausgezeichnete Integrale »^j, % ton rZer Eigenschaß, daß 
bei der Annäherung an die UnbestimnUheitsstdle x » oo das Integral 

— j < arga; < ^ 

dmd^ die Seihe 8i, dae hdegni ßr 

— -3P<argaf <-5- 

durch die Beihe cuytnptotisch dargeebdU wird. Die dairgeMte Metkode 
tmeetetim AsiaUihenmgeie Ueferl hmeergeide BBÜmeidmädimge» wm rix 
md 

Himnit nnd die HilteiM ftr eine eiiigdi€iidere üntormdiang 
der Integrale bei der in irgend einer Biehtong erfiDigenden AonShernng 
der VeiAnderiidien an die Stelle x^oo gewonnen. FOr einen «pe- 
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Miellen Fall, die lineare Differential^eidLimg nreiter Ordnung mit 
liBMuai Eoelfisieailai, luibe ieh diese üntermiclinng bereits geführt^); 
num sieht; dsS», UMbdem durcli den gegenwärtigen Aufrate ftr unsere 
gUgemeinere Differaitiflli^dning der Gnmd gelegt ist, die dortigen 
Untersnchnngm sich olme weiteres anf die jetsige Gldekong fiber- 
tregen lassen, soweit es sich nicht um EigentBinlichkeiten jener spe- 
ziellen Differentielgleiehiuig handelt, welehe man ohne weiteras als 
solche erkennt 

Clausthal, im Agni 1901. 
1) Math. Ann. 48. 



Entwiekliuig der Funktion Log r(n) nacli f!allMid«n Potonsen 

des Arguments. 

Von J. H. Graf in Bern. 

In meinem kleinen Lehrbuch EinJHtmuj in die Uteorie der Gamma- 
fkmkUon ufid der Eul&rschen Integrale^) habe ich nach den Vorlesungen 
von L. Schlaefli in § 12') eine Entwicklung der Funktion 
Log F(l -+- a) nach steigenden Potenzen vom Argument a g^eben und 
den zitierten Paragraphen mit der i'^ormel geschlossen: 

IX« r(i + a) - j log (^:. . 1^:) + a a - c) % ; ' . «— , 

WO C = (l+i + i+ -- - + ^)- Logn, 

Im Nachfolgenden soll, wieder nach L. Schlaefli, versucht werden. 
Log rfa) nach fallenden Potenzen des Argimienta o zu entwickeln. 
Wir gehen aus von der bekannten Formel 

OOS ^ =JJ(l - wenn«-l, 3, 5, ... 

1) Bern 18i>6, K. J. Wyb. 
S) 8. M, 47. 
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Man loganÜmiiaro diese Gleißhung linki und redite 



i 



Iwmm 



Man setze rar Abkürzung A^^ ~ 1 + "IT + "CT "I > ^^^"^ folgt: 



Wir moltiplizierea beide Seiten mit dx and integrieieii im Bereich 
▼on 0, also 



J Log cos 7 dx » - /^^ A a H- ^. J ^'dx - ^ (1 4- ^ j 



oder 



Man midtipUaere mm die Oleichimg (1) mit 

(8) |Logoo.?5-2'Aa + -<.i)*"*'- 

Hienuif eoU (8) lialbierl and Ton (3) abgezogen wetden, somit 

(4) i f Log cos f t/x - 1 Log cos ^ (1 + J,^) 

Aus (4) folgt: 

^8^+1*'**'- cos ^rfa; - f Log cos f ^^^^ . 



Bekanntlich ist aber 

i 



-« + iLogj^-^ - + -g- + . . . « 2 2i+ i5 



344-1 
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daher 



-iL.g(2l±|».^ + «. 

WäcliBt 2; bis KU 1, so verschwinden die zwei ersten Tenne und dar 
dritte Tenn wird zur bekennten Kon»taaten ^\hog2»f also 

(6) ^SiM-'i-^-*'^***) 



Nun mur 



folgüeli 



Ferner ist 

MoltipUziert man beide Seiten mit 2(1 -\- 1, so folgt demuach 



1 

und endlich 



4 



1) Yeij^die dee Avidradt fan nl&eitea BttoUeni B. S6, Fornal 44. 
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Eatwidüung der Funktion IiOgF(a) nach fallenden Putensen des Aignmenta. 
Ibn Mtn nun 

i — » 

o -fi 

1—1 



80 iffc 



i-f 1 



1-1 

also aach (6) 

(8) /•(!)- l-iLog2*. 

Begrenzen wir in (7) die Suuime nach oben mit l = N, wo i\r 
eine sehr grofse ganze po«itive> zum unendlich werden beeiinunte Zahl 
10 kun (7) dargestellt werdeii wie folgt: 

/■(«) + A -{)I'Og(«+ A) + 1 + 1) Log (a + il) - 
1—1 1—0 1 jr 1 

(a_|)Log'a+(jr+a-i)Log(a+30-^Log(a+X)-Jir 

i = iV- 1 

(a - i) Loga + (-Är+ a - J) Log2yr(l + ^) Log(a+ A)- JV 

— (a - i) Loga + (2f + a - i) (Log 2^ - ^ - 1 ^ + . • .) 

^(a)-(A'+a-i)LogjN'--Ä^Log(a(a+l)---(a+Ä^l)]+a-(a-j)Loga. 
Hienrag 

/•(l) « (iV^4- i)Logi\r- iV^- Log (1 2-3 . • • JV) + 1, 



A«)-m)K«-l)Logi»H.Log^^^ i^^^^^^ 



/(.)-«!) -I-g .lJ+Tf^A'^> + .- !-{« -«L.g* 



Wir maUi|iliiiereiii den Brach des Loguiihmiis der rechten Seite mit 
lim — j-w "~ tlso eil^t man 

Aa) - m - Log ^^^^,^?.^^^^ .^ (a - 1) - (a - i)Log« 
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334 J. H. G«Ar: 

und eiludteii für lim JT» oo: 

f{a) - f{l) = Log r(a) + (a - 1) - (a - i)Loga. 

oder 

Log r(a) - /-(a) - /•(!) + 1 - a + (a - i) Log a, 

oder wann die Werte nach (7) und (8) eingeselBfe werden: 
Log r(a) - — 1 + i Log 2« + 1 — a -f (a — J)Loga 

+:!;{(-+ -1-1)1-8.-^-1) 

2—1 

- i Log 2* ~ a + (a - i) Loga +^ ( a + A - i) Log ^- A ^ _ i ) 

2-1 

und endHeh 

(8) r(.)-vS5.^.<..-4jfjl(j^)-+'-J-') 

2—1 

Bkee Aldeitung ist ebenso elegant wie die im ritierten BflcMein g«. 
gebene. 

Um nun einen Anedmck zu erhalten, der nach fallenden Potenzen 
des Aignmente foriadireitet, fXüam wir BomonOMe fWnÜMMien «in. 

Ln Amdrodc Dir f(a) greife man den allgemmnen Tenn henmay 
dann ist 

IVruer ist 

OB 

somit folgt nadi Formel (7) 

2—1 

(9) fia) ^ ff {t - i.)e-(-0. !^e-^'dtäx, ^''"^/-i 

0 0 2—1 2—1 



1) Tttgl. da« sitierke BflcUeiB B. 46, Ponnel M. 
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dar FanMoa hog F (a) nadi fiülendeii Fotevuen dM AtgamxnU. S35 

Die Beraoullische Funktion sei definiert durch 



< II?« -rt _ «1 



2i)l* 



• (11) 



wo die Ate BeruouUische Zahl, z. B. 

x(o,0-i, 
x(i,0-<-i, 

Q. I. w. Sabititoieran wir nim die Hieiher gehSremden Werte in (9), 
80 folgt 

das auf bezügliche Integral konvergiert für x ^ 0, weil hier 
t 

^<^'%(lfi)dt Ton g^eioher Ordnniig mit x ift Kon ist 

> im« 1 

daher ist 

f(a) -Je-" [Zh'^ -T^J^'^^"' ^ - ')'")''^ 

(10) rta)-|<^^^' ^ 

Setsfc man in (10) « * 2$ + 1, A •> 2ft, so hat man nach (8) and ^10) 
UglXa) - iLog(2«-a)+(«- DLoga + ly- » • ^.7=1 
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J. H. Osat: EntvrickluDg der Fniiktum Log r(a) ete. 



und a&aere Aufgabe ist gelSst Der Aiudmck itfc streng riehtig, aber 
nieht sehr bequem und kann ans leicht begreifliehen Gründen niolit 
bequem sein. 

1. Es ist 

0 

daher folgt anch ans 

<s 1 
<l 0 

ein sweiter Ansdraok.fttr f(a), nSndich 

(IS) ,^(.) _ ri-;: - 1 + 1 

eine ein&che Dantdlung jener SqmmenfonneL, die bei d^ Schürang 
der Gammafanktion ftr ein sehr grobes Aigament eine gewisse Bolle 
spieli 

2. Es sei i^jf^'^J . A(a), dann folgt ans (11) 



(13) 



Diese Fonnel bietet, wenn fllr a eine groüw positiTe ganie Zahl 
gesetat' wird, ein vorteUhsfles Mittel snr Berechnung der Ko mkm i m 
äes IntegnßogäiriA m t u 

0 ^(1)- 1 + 1 + _L.^-^(a). 

Beru, April 1<J02. 
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CnuTux BsnL! Über ▲zonoowtrie und achiele ParaHelprqjektioiieD. 287 

Über Axonometrie und schiefe Parallelprojektionen. 

Von Chbistun Bbtbl in Zflricli. 

1. Wir halten es für sehr nützlich, wenn schon beim Beginne 
des Unterrichts in der darstellenden (Teometrie gezeigt wird, wie aus 
Grundrifs und Aufrifs ein anschauliches Bild in schiefer Parallel- 
projektion hergestellt werden kann. Bedient man wich dabei des 
axonometrischeu Verfahrens, so kann man mit dem iimweise auf den 
SatB ron Poblke die Aehsenbilder und Hafiurtibe beliebig wühlen und 
ganz meoluuuieh ein solciheB Bild seidinen. Soll aber dam die Biehtung 
der Ptojektionnitrahleii beetimmt ▼erden, eo geht die IiOrang dieeer 
An^pbe weit fiber die elementare Stnfe hinam. Und doefa aoUten 
wir diese Biditnng kennen; denn von ihr hingt gerade das ab, was 
wir mit unserem Bilde erreichen wollen, nämlich eine gewisse An- 
schaulichkeit des Gegenstandes oder bestimmter Teile desselben. Zeichnet 
man mit orthogonaler Axonometrie, so fällt die Lösung der erwähnten 
Aufgabe weg. Die Richtung der Projektionslinien ist uns zugleich 
mit der Bildebene gegeben. Aber es ist in diesem Falle immer 
schwierig, eine Lage der Bildebene zu finden, welche die 3 Achsen im 
Endlichen schneidet und dem Beschauer des darzustellenden Gegenstandes 
sine gute Stellung bietet, der aas annähernd lenkrecht auf das 
Bild gesehen werden kann. Wer nur nach theoretischen SehaUcnien 
arbeitet, kOmmert sieh dämm fireilicih niebt. Der praktisehe Eon- 
strakteor sollte sidi aber in «rster Linie darüber klar aon, wie er sich 
gegenfiber dem Bilde und dem Gegenstände au&tellen mnls. Diese 
Klarheit fallt vollends fort, wenn man fertige Achsenbilder benntll^ 
welche mit ihren Winkeln und Mafsstäben einer Tabelle entnommen 
sind. Wir schliefsen daraus, dafs die angeführten Methoden nicht dem 
praktischen Bedürfnis entsprechen, welches verlangt, dal's wir uns 
möglichst schnell über die gegenseitige Lage von Bildebene und Objekt 
orientieren und die Bildebene günstig wählen können. Diesem Bedürf- 
nisse wird am besten entsprochen, wenn wir stets die Bildebene vertikal, 
d. L senkreeht zur GhmndiifiMbene und parallel aar «-Achse stellen. 
Der Besahaner, weUdier gleieb&lb Tertiksl ror der Bildebene Mi% 
mag Yoa oben sduef beralwehen nnd wird so leieht eine Biehtong 
findsn, wdflhe eine gute Ühenieht Aber den Gegenstand gestattet 
Wir kfinnen uns desiken, dab die Bildebene durchsichtig sei und vor 
dem Gegenstand» «QfjgesteUt werde. Wir wollen nun aeigen, wie sich 
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fQr eine solche Stellnng der Bildebene beqawit einpanUelpw^kfciTiafihes 

Bild aus Grundril's und Aufrifs oder ans gegebenen Abmessungen ab- 
leiten läfst und auch aoi' elementarer Stufe der Darstellung erklärt 
werden kann. 

L 

8* Wir besprechen zuerst die Kum^truktiou der Aehseubilder und 
Hatm/GÜMf wom die Blddbeiie B und die Plrojektionnriehtung gegeben 
lind. GroDdrib und Anfirili eiiieB OtgenitaadM «ollen gezaHihnet Tor> 
liegaa und (Fig. 1) OAEC sei das Reehteok, in dessen Imiareiii sieh 
deir Chnmdrilii befindet. OÄ sei eleo das grSürte x nnd OC das giQiUe y. 
Dann stellen wir die Bildebene so, da£s sie durch E geht und lo » 
und zu der DiagOinale AC des Rechtecks OAEC parallel ist. Die 
Projektionsrichtung sei durch eine Gerade l gegeben, welche durch 0 
geht. Diese Lage der Bildebene gestattet stets eine günstige Übersicht 
über den Gegenstand. Bei der Walil von l können die Teile be- 
rücksichtigt werden, welche bei dem Bilde besonders hervortreten 
sollen. Zur Konstmktion der Achsenbilder und Mufsstübt; i.st dagegen 
diese Lage von B nicht geeignet, weil die Schnittpunkte «S^, 6^ von B 
mit den Achsen x, y meistens xfm. Blatte fidlen. B» aber bdl FlsiallaL» 
Projektionen die Bilder anf pandlele Ebenen kongraent sind, so kttnnan 
wir anstatt B die AffaUelebene B* benntsen, deren erste ^nr in AC 
liegt Wir soohen den Sehnittpuikt D des Brojektionastrahlea { mit 
der Ebene B*. Yarbinden wir D mit C und sieben wir durch D 
eine Parallele zu xr, so sind diese Linien Achsenbilder. Legen wir die 
Ebene B* um in die Grundhlsebene und zeichnen wir mit Hilfe 
des z von 7) den umgelegten Punkt (D), so sind A{D) und C{D) die 
resp. Bilder der und //-Achse. Das umgelegte Bild der r-Achse liegt 
in T)'iD). (Fig. 1). In Bezug auf die Malsstäbe bemerken wir, dafs 
A{JJ) das Bild von AO. Folglich ist AO(I>) ein Malsstabdreieck tur 
die Reduktion der x. C{D) ist das Bild der Länge CO. Daher ist 
00{D) das Malastabdreieck fOr die y. Die g sind im Bild and Original 
fßieixik lang, wdl die «Aehse an ihrem Bilde parallel ist 

Damit und Achsenbflder und Mabstibe fttr dne angmommene Bild- 
ebene und ProjektiaiiBriehtang gafonden. 

8. Ffir die praktisehe Durchführung der Eonstmktion dient es 
uns nicht, die Achsenbilder in den GrundriTs hinein zu zeichnen. Wir 
wollen daher im Anschlüsse an Fig. 1 GrundriTs, Aufrifs und axono- 
metrisches Bild so neben einander stellen, dafis die Anordnung IBr die 
Konstruktion bequem liegt. (Fig. 2.) 

Wir wählen auf der a;-Achse einen beliebigen Pxmkt 0, nnd ziehen 
die Vertikale z. Auf ihr tragen wir von 0^^ aus nach unten das positive 
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t des PnnklM D ab. Wir siolien dnreh dfisi Endpimkt «ine JEWalld« 
m «. Wir tragen «nf ihr die LSnge lYA Ton «ns naoii reehts 
und IXC Ton 2)| aus nach links ab. Verbinden wir die Endpnnlcte 

Alf mit Ol, so sind Oi^lj und OiTj die Achsenbilder. Machen wir 
= OC, so ist (\0^M ein MaCsstabdreieck filr die y. Maoheu wir 
A^N = 0 A, so ist Ol ^ ein Mafsstabdreieck die .r. 

Sei dann ein Punkt P(P'P") gegeben, so bestimmen wir mit 
Hilfe der erwähnten Dreiecke die Bildlängen von x und y. Wir zeichnen 
daraus den axonometrischen GrundrifH Pj'. Tragen wir auf einer 
Vertikalen durch P^' die Höhe e ab, so erhalten wir das axouo- 
mebnaoha Büd P. 

Die Yerwaiidiung der Kootdinaie x in ihre BildlBage kann mittelst 
Pkialleler dirdrt ans dem Gnmdriaie bestimmt werden. Wir Terbinden 
0 (in Flg. 1) mit N (in Fig. 2) und ziehen dnreh x Ton P die 
Parallele zu dieaer Xinie. Bei der Konstruktion der Bildlänge von y 
projizieren wir diese Koordinate durch pine Horiiontale auf OjD| und 
ziehen die Parallele zu Q M. Die Konstruktion von P aus dem axono- 
metrischen Grundrisse P/ kann ebenfalls mit Parallelen gefunden werden. 
Wir ziehen durch P" die Honzoutaie und schneiden mit derselben 
das Bild der £'-Achse (Fig. 2). Durch diesen Schnittpunkt zeichnen wir 
eine Parallele zu Oi P/. Sie trifft die Vertikale durch P/ in P. 

Soll noch der axonometrische Autiils P" und der axuuumetrische 
Seitemib P"* konstroiert werden (Fig. 2), so müssen wir das FaraUel- 
epiped TerroHstbidigen, welches x, y^ s wa Kanten und Oj mid P za 
gegenflberliegenden Eeken hat 

4. In den meisten ItOlen wird ea an mfihsam sein, den Gnmd« 
rifs und AuMlk ponktweiae in Axonometrie an flberfcragen. Es wird 
sich vielmehr empfehlen, zunächst aus dem Ghroadrifii die axonometrische 
Urundrilsligur zn zeichnen und aus dieser das axonometrische Bild her- 
zustellen. Wir untersuchen daher die Beziehungen zwischen Grundrifs 
und axonometrischem GrundriÜB und heben au^ezeiohnete Punkte und 
Linien hervor. 

Der projizierende Stralil l durch 0 treö'e die Bildebene B in 
0| . r sei der Gruudrifs von /. Wir suchen die axonometrischen Bilder 
dwF^mkte^',!)', 6',...aaf r. (Fig.3.) Wir sieben an diesem Zweeke 
durch IT, IX, G',... die ParaMan an 00^. Sie treffen die Bildebene 
in HuD^Gtj.,. (Fig. 4a.) Alle diese Bilder fidlen in das Bild der 
«-Aehssk Die Bntfenmngen der Punkte S^, D^, Gtf" von 0| sind 
so groJa wie die j der Punkte S, Df G,.., auf h Wir kOnnen daher 
die axonometrischen Grundrisse direkt bestimmen, wenn wir diese g 
Ton 0| ans anf daa Bild der «-Achse abtragen (Fig. 4). Ziehen wir 
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dmek ffj ly, Q\,., isBi itat Qnuidri£idliene die Parallelen zur ersten 
Spur der Bildebene — also AC — , so sind diese Linien pmllel B. 
Ihre axonometrischen Bilder gehen daher durch D^, O^, . . . nnd sind 
parallel ^1,^, , d. h. senkrecht zum Bilde von z. Die Strecke, welche 
zwischeu 2 Punkten einer solchen Parallelen, z. B. zwischen K' L\ liegt, 
luuis im axonometrischen Bilde ebenso grofs erscheinen. Eine Puukt- 
reihe auf einer solchen Parallelen ist kongruent zur Reihe ihrer axo- 
nometrischen Bilder. 

Wir benutzen diese Beziehungen, um zum Grundrifs einer Geraden 
IP'Qf den axonometrischen GhrundriHa zu zeichnen. Sei /' der Schnitt 
▼on P'^ mit r, M mdun wir JT aiif V und Ingen dai § von 0^ 
m »b. (Fig. 4). Wir finden 4 F'ig Mfo die Qende AO in JT, 
■0 mMhen wir IX JE' der QnAb» und dem Sinne naeh gleidi AJ^. 
Dann iit I^K^ der Terlangte axonometrieohe Grundrilk Soll der 
axonometriBche Giandrib B^' eines Punktes direkt aus dem Orundrifs 
22' bestimmt werden, so ziehen wir durch R die Parallele an 
Ihr Schnitt mit l' sei S. Wir suchen S" und finden damit das g von Ä 
Wir konstruieren und ziehen durch Sj die Parallele zu A^C^. Dann 
machen wir S^B^' — S'R'. Wir können also atif diese Weise den 
axonometrischen Gnindrifs durch 2 rechiwitikliye Koordinaten [0,5»,, 
&\JR/] darstellen, welche sich ohm weiiere Beduktion aus dem Grundriß 
und Aufrifs e^itnehmm lassen. • 

In Fig. 3 und 4 ist nach diesem Verfahren zum Dreieck P'Q'R 
der axonometrische Grundrifs P^QjÜj und dazu das axonometrische 
Büd konatniiert Die Figur zeigt, dab diea mit grufser Omaniglnit 
VBnä. Tielesi Proben geadkehen kann. 

5. Oft ist es erwünscht, das axonometrische Bild sofort aus dem 
Gruudrifs und Aufrifs ohne Benutzung des axonometrischen Grundrisses 
abzuleiten. Wir entwickeln daher auch für diesen Fall ein einfaches Ver- 
fahren. Wir knüpfeil an das Vorhergehende an und zeichnen fÖr P'P" 
die Punkte L , L ', und I\. (Fig. f) und Gj. Daun tragen wir m 1\ 
das £ von P ab nnd erhalten das axonometrische Bild von P wie obeiL 
Nnn iat der Abatand dieaea Bildea von einer Horisontalen dmeh Oj 
ebenao groTa wie die DifEerens der # von P ond tob L. Wir künnra 
daher aofSort dieae DiffBreni bilden (Fig. 6) uid aie Ton 0, ana auf 
M abtragen. Wir ziehen durch den Endpimkk P* eine Hoziaontale nnd 
machen V*P ^ //P. Daraus ergiebt aieh folgende allgemeine Regel: 
Soll zu einem beliebigen Pankfee daa axonoanetrische Bild direkt ge- 
funden werden, so konstruieren wir zu seinem Grundrifs den ent- 
sprechenden Punkt 1! auf i' und den An&ila L" auf V\ Dann suchen 
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wir die DifiiBniiB Tcm § des gegebenen Punkte« und Tom » des 
IroiiiwpaiidurMiden Punkfees L onter BarfieknclitigQng des Yoxseiclieiu. 
Wir tragen diese DüEsrais anf dem Bilde der Achse ▼<hi Oj ans naeh 

oben oder unten ab, je nachdem sie positiv oder negativ ist. Anf der 
Horizontalen durch den Endpunkt wird die Entfernung der Grundrisse 
des gegebenen Punktes und des entsprechenden Punktes L unter Be- 
rücksichtigung des Sinnes aufgetragen. Wir können aho auch das 
axononietrisciw Bild von einem hrlirjtigen FunkU' I* durrh 2 rechttrinkliffe 
Koordinaten dartiteUen, tvelche direkt <ti(s dnn (rrundrifs und Aufriß zu 
entnehmen sind. Die eitie die Differenz der e von P loui L, die 
andere ist die Entfernung ihrer Grundrisse. 

Unter den Punkten einer Geraden g heben wir denjenigen T 
(Fig. ö) herror, dessen Grundrifs im Schnittpunkte von V mit g liegt. 
Er fSUt mit seinem entspiedienden Punkte V rosarnrnfm. Daher 
liegt das axonometrisohe Büd dieses Punktes in #. Sein Abstand 
Ton 0| ist ^eieh der Entfernung der Aufrisse Tcm den 2 Punkten 
T^f Ti auf g und ^ deren Grundrisse in T' liegen. In Fig. 3 and 4 sind 
dk analogen Schnittpunkte G*,H*,T* für die Seiten des Dreiecks PQR 
gezeichnet. In Fig. 5 und 6 ist noch die horizontale und die vertikale 
Spur S/,, Sr der Geraden 7 dargestellt und ihr Schnittpunkt *S' mit der 
Bildebene B. Ferner ist eine Ebene gezeichnet, welche durch diese 
Gerade g und einen Punkt jS« auf der Achse geht. 

6, Aus der entmekdten Darstellung eines Gegenstandes in sehiefer 

Axonometrie ergeben sich eine Reihe allgemeiner Regeln, welche bei 
der Konstruktion Yerwradung finden. Wir stellen diese Regeln flb«r- 
aiehtlich zusammen. 

a) Alle Punkte, deren Grundrisse in T liegen, haben ihre axo- 
nometrischen Grundrisse und Hilder im Bilde von e. Punkte, deren 
Grundrisse auf einer Parallelen (/ zu l' liegen, haben axonometrisohe 
Grundrisse und Bilder in einer Parallelen zu z. Ihr Abstand von e 
ist i^eich der in der Richtung von AC gemessenen Entfernung der 
Grundrisse g, V. 

b) Alle Unien, deren Grundrisse parallel AC sind, haben azo- 
nomebnsdie Grundrisse, mlehe senkrseht an j sind. Beihflo, welche 
auf sdchen Linien im GrundriA und axonometrischen GrundriA liegen, 
sind kongruent. Die Streik iwisoheB 3 Punkten, deren Grundrisse auf 
einer Parallelen su AC liegen, evseheint im a»momelrisdien Bilde in 
wahrer Länge. 

c) Li^t der Grundrifs einer Figur in einer Parallelen zu AC^ so 
giebt das axonometrisohe Bil<l die wahre Gestalt der Figur an. 

Archiv der Matltemstik und rhyilk. lU. Reibe. IT. 16 
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d) Linien, welche parallel zu l sind, orKclieinen im Azonometrisclieii 
Bilde als Punkte. Linien, welche I schneiden, haben «(mometriflche 
3ilder, die durch das Bild 0, von O ^ehen. 

e) Linien, welche parallel zur Aufrifsebene sind, haben axo- 
uonietrische Grundrisse parallel zum Bild«- von x: Linien, welche 
])arallel zur Seiten rilsebene sind, haben axonometriäche Groudrisse 
parallel zum Bilde von y. 

f) Soll entschieden werden, welche' von 2 windschiefen Geraden g, h 
Bichthw 18^ d. k weldhe von 0 am weiter na«h Tom liegt, so betraohten 
wir sonSdut den Pnnkty in welehem sich die axonometrischen Bilder 
▼DU. g, h edineiden. Er iafc das Bild Ton 2 Ponkfcen, von denen der 
eine anf g und der andere auf h liegt Wir suchen zu dieeen Pnnkten 
die axonometrischen Chnindriaee, wdehe auf einer Parallelen zu 0 liegen. 
Ans ihnen läl'st sich erkennen, welcher der 2 Punkte yor dem anderen 
liegt. Dann muüii dar vordere Punkt auf der Torderen Geraden liegen. 

n. 

7. Nachdem wir gozeigt haben, wie bei gegebener Bildebene und 
Projektionarichtung das axonometrische Bild konstruiert werden kann, 
wollen wir aoklie Lagen beepreehen, hei denen die Konitmktion noch 
mehr Terein&cht wird. 

Znr Wahl der Bildebene bemerken wir, dab £Br die gebriUiehlichen 
Winkeldreiecke entweder di« Lage bequem is^ bei welcher <^ OAC^^ 
oder <^ OAC = 30". Besonders letztere Annahme entspricht in den 
meisten Fällen den Dimensionen des TOrliegenden Grundrisses. In 
Bezuii auf die Projektionsrichtung ist es vorteilhaft, l so zu wählen, 
dafs die Projektionen /', /" symmetrisch zur ./-Achse liegen. Dann be- 
findet sich / in der Ebene durch .r, welche den ersten und dritten 
Quadranten halbiej-t. Für jeden Punkt von / ist v ». Folglich finden 
wir für jeden Punkt L' von /' (Fig. 1) den axonumetrischen Grundrifs Z/j 
(Fig. 8) sofort, indem wir dnrdi L' die Hoxisontale neben nnd ihren 
Schnittpunkt mit dem Bilde Ton g beatimmen. Durdi die Pnnkte L' anf 
V gehen Parallele Tin AC, deren aximomefariache Grondrisie Horizontale 
durch dieeelben Pnnkte V euid. Auf ihnen liegen az<mom«tnMhe 
Grundriaee Ton Punkten, deren Abatlnde Ton m gleich den in der 
Kichtung von ÄC gemessenen Entfernungen der resp. Grundrtase von V 
sind. In Fig. 7 und 8 ist bei dieser Disposition das axonometrische 
Bild eines geraden Kreiscylinders dargestellt, welcher auf der Grundrifs- 
ebene senkrecht steht und mit einer Normalebcne zur Aufrifsebene ge- 
schnitten ist. Wir konstruieren zuerst das axonometrische Bild des 
Basiskreisee und beginnen mit den Punkten L', F', in welchen l' diesen 
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Kraia admeidei Ihre axonometrifchen Bilder L^, liegen in Jt, Dann 
beetimmen wir die Schnit^onkte ff, G' de« Kreiae« mit AC. Ihre 

ttxonometrischen Bilder liepjen auf einer Horizontalen durch D', welche 
^ in D, trifft. Wir machen 7///' = 7),/f, und D'(T' = D^a,. AVir 
finden die Tangenten in diesen l'unkteu unter Benutzung der Sclmitt- 
j)unkte ihrer (irundrisse mit /'. Wir projizieren diese Punkte auf z. 
Hierauf ziehen wir die Tangenten parallel /'. Ihre axonometrischen 
Bilder sind vertikal und geben die Umrisse des axonometrischen 
Bildes. Zu ihrer Konstruktion bedienen wir uns der Schnittpunkte 
d«r Tangenten mit AO. Sohliefididi nidmein wir die TangentMi 
parallel AC an den Banakreis, beatimmen ihre Sdmitte mit V und 
xiefaen dnreli dieae Punkte die Horisontalen. Sie aind die axomometriaehen 
Bilder der Tangenten. Wir konatrnieren ihre BerQhruai^q^imkte mid 
zeichnen dann nodi ans dem Grundrifs des gefundenen Kegelschnittes 
mit Hilfe der z das axononietrische Bild des Normalschnittes. F 
aind die Sohnit^unkte dieses Bildes mit dem Bilde der «-Achse. 

8. Wir wenden nna za dem Falle der sdiiefen Projektion anf die 
Ebene bei welchem die g m. Bild nnd Original ^eieli lang 
sind. Bei demadben mufa ftr eine gegebene 9ildebene die Projektiona- 

richtnng .^o gewShlt werden, dals (Fig. 1) in den Mafsstabdreitcken 
OA(P) und OCiP) die L&ngen OA^A{D) und OC^C{D). Dies 
ist nur möglich, wenn der Ponkt (/)) orthogonal symmetrisch zn 0 
in Bezug auf CA liegt. Es mufs also 0 und {IT) auf einer Senk- 
rechten zu AC liegen, und diese trifft AC in lY. Mithin i.st diese 
Senkrechte zugleich der Grundrifs V von /. l'erner ist 07/ = D'{JÜ). 
Aber D'(I)) ist die Höhe z von I). Wir schliefsen daraus: 

Mdl'sstühr siiul im Orujiuol nnil Bilde (fleirh, irrnv tirr (iruml- 
rij's der l'rojektiotisrirhtung senkrecht gw ersten Spur der liildebene tat. 
Die Frojekii<m8richhmg achließi mi^ der Qrundrifsebene umd mU der Süd- 
ebene einen Winkd von 46^ ein. 

Die Bilder der Achsen x und y .stehen zu einander senkrecht (Fig. 9 
nnd 10). Ikrana folgt, dalä der €hnmdrüb «nea Gegenatandea «am. 
axonom^aehen OmndriTa kongment iat. Drehen wir den eratoen 
QFig, 9) nm den Winkel, welchen (Fig. 10) daa Bild der «-Achse mit dem 
Klde der y-Acihae einachHelaty ao erhalten wirdenaxonometriadien (Irund- 
rifs. Der axonometriache Ghnndrifs eines Punktes ist von 0, soweit 
entfernt, wie der Gfmndrifs von 0. Die Keihe der Punkte //. /)', N", . . . 
waS ( ist kongruent zur Reihe der axonometrischen Grumirisso , /),, .Y,, • • • 
auf z. Nach diesen Gniiidsätzen ist in Fig. und l'l ein l'risnia dar- 
gestelity welches auf der Urundrifsebene senkrecht steht und mit eiuer 

16* 
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Normalebont' zur Aufril'sebene geschiiitteu wird. Zwei Seiten JF, lJ(i 
der Basi» sind parallel A(\ Daraus l'olgt, dafs die SeitenHächeu des 
Prismas, welche durch diese Seiten gehen, im axonometrischen Bilde 
in wahrer Gröl'se erscheinen. 

Ueben wir der Bildebene alle möglichen Lagen, su gehört zu jeder 
ein Projektionsstrahl l durch 0, für den die Mai'sstäbe gleich sind. 
DieM Liiiieii ) büden mit dtar Qriiiidrifiwlwiw WinlEel Tini 45^. ffie 
Uegen also auf einem genden Knidregel aiu 0, der # nur Aehae hat und 
denwn Mantallinien mit » Winkel Tom 46* biMon. Die entaprecfaenden 
Ebmen B*, welche dieadbe Entfonmiig — etwa OD' — toh « h^ben, 
sehneideil die GrundriTsebene in Spuren, welche zu den resp. Grund- 
riasen von / senkrecht stehen. Daraus foJgt^ dafs die Ebenen B* einen 
geraden Kreiscylinder nmhäUen, welcher # aar Achae und OD' anm 
Kadius hat. 

Wir hoben unter den Ebenen B* diejenigen hervor, für welche 
^OAG^ 3(r. Dann ist auch -r COI)^ 30*». Folglich schliefst das 
Bild der a:- Achse mit der Honzoutaleu und das Bild der y-Achse mit der 
Vertikalen je einen Winkel von 30" ein (Fig. 10»). Die Linie l wird 
bei dieser Annahme steil. Wählen wir 0.4C=-=45", so schliefsen die 
Bilder Ton x imd y mit dem ]Klde Ton § Winkel yon 4^ du. (Fig. 10b). 

9. Die Konstruktion des axonometrischen Bildes wird sehr bequem, 
wenn wir annehmen, dafs die Projektionsrichtung zur Grundrifsebene 
parallel sei. Dann lallt der ganze axonometrische Grundrifs in eine 
Horizontale durch Oj (Fig. 12). Die Bildlängen für die Koordinaten 
X und y ergeben sich direkt aus den Malsstabdreiecken OAJ) und OV lY 
(Fig. 11). £■ ist aber in diesem Falle einfacher das axonometrische 
Bild ohne Benntnug dieaer Dxeieeke direkt ana dem Gnmdrilk and Aof- 
rilli mittelst rechtwinkliger Koordinaten an aeichxMn. Sind /, r Gnmd- 
uud Aofrila einea P^anktea, lo aeiehnen wir an / den aogehfingen 
Punkt L'y indem wir die ParaQde an AC aiehen. L" liegt im Anfriaae 
Toa ^ d. h. in der .r-Achse. Daher können wir die Länge TJ f direkt 
Ton Ol ans unter BerQcksichtigailg des Sinnes auf der Horizontalen 
abtragen. Wir finden den axonometrischen Grundrifs I^ und ziehen 
durch ihn die Vertikale. Wir projizieren den Aufrifs 1" in horizontaler 
Richtung auf diese Vertikale und erhalten I. Um die Schnittpunkte 
der axonometrischen Bilder von (reraden mit dem Bilde der Achse 
zu bestimmen, suchen wir die resp. Schnitte der Grundrisse mit l', z. B. 
den Schnitt IT T<m B^G' mit f. Wir zeichnen den Anfri£s IT' auf 
G^Sr und projizieren ihn horiamital auf das Bild ron M. Durch diese 
Fkojektion N* geht das axonometrische Bild Ton GK 
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In Fig. 13 und 14 ist nadi dieser Methode das azOnometrische 
Bild eine? Oktaerlors ^e^eiclm^ TOD weldum 2 Seitenflichfliii snr Grund' 
rüsebene senkrecht stehen. 

Die y>esprochene Methode findet auch dann Verwendung, wenn es 
sich darum handelt, einen Gegenstand senkrecht auf eine Ehene B zu 
projizieren, welche parallel / ist In diesem Falle ist l' senkrecht AC'j 
l" liegt in x. 

Wahlen wir die Projektiousrichtung parallel zur Aufrifsebene, so 
fallen die Bilder der x- und der z Aciiae in dieselbe Vertikale. Der 
Projektionsftraihl l durch 0 liegt in der Aufrifsebene, und sein Grundrifs 
fSUt in «. D' kommt auf Ä zu liegen (Fig. 13). Legen wir D um, m 
erhalten wir in OÄ{T)) mid 0(7(D) die Mabatabdreiedce, welche wir 
— wie in Fig. 2 — in dae azonometriaehe Bfld (Fig. 14) einieiehnen 
kSnnen. In den meiateo Indien wird es aber ein&cher eein, die azono- 
metrischen Bilder mit rechtwinkligen Koordinaten zu konstruieren. Diese 
Methode ist in Ki<r 13 und Fig. 14 angewendet, wo eine quadratische 
Pyramide dai^eetellt ist, deren Baaia rar ChnmdrüSBebene parallel liegt 

nL 

10, Wir haben bie jefast bei gegebener Bildebene nnd Pkojektions- 
riehtong die Bilder dw Aebsen gesnoht Wir wollen nun die Adiaen- 

bilder willkürlich annehmen und dazu die möglichen Lagen einer Bild- 
ebene B und der Projektionsrichtung bestimmen. Wir müssen zu diesem 
Zwecke die oben erklärten Konstruktionen in umgekehrter Reihenfolge 
ausfEQiren. 

Wir ziehen durch einen Punkt 7), der ^'-Achse eine Horizontale. 
Sie schneide die Bilder von x und y in und T, fFig. 15). Wir 
beschreiben über ^4, f, einen Halbkreis und wählen auf iluu einen 
beliebigen Punkt (0). Nehmen wir an, dafs .4jfO und C'i( O) Stücke 
der Acheen x resp. y seien, deren BOder Oj und (7, 0, sind, so haben 
wir damit die IbAaftabdreieeke 0^A^{0) und 0^C^{0) gefimden. 
Tragen wir (Fig. 16) die Linge {(f^Ä^ auf « uui (0)C| anf ff ab, ao 
eihalten wir 2 Punkte C, deren Yerbindungeltiiie die erste Spur einer 
Ebene Torstettt, welche zur Bildebene parallel ist. Tragen wir 
Ä^I)^ von A ans auf AC ab, so finden wir den Grundrils JJ eines 
Punktes 7). Sein Aufrifs D" wird aus der Bemerkung konstruiert, dafs 
die TTr.hc z von 7) gleich der Lünge 0,7),. Ziehen wir schliefs- 
lieh ÖD\ OD", 80 stellen diese Linien den Grundrils und Aufrifs eines 
Projektionsstrahles / durch 0 dar, wehher parallel zur Projektions- 
richtuug ist. Damit ist die Stellung einer Bildebene B und eine zu- 
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gehörige Projektionsrichtung bestimmi Projizieren wir ia dieser 
Bichtaiig auf B, so erhalten wir wieder die augeuommenen Achsen' 
bilder. 

11. Bei der Konstruktion Ton und l wurde der Punkt (0) auf 
dem Halbkreise Uber i^C^ beliebig gew&hli DorcUänft (0) diesen 

Halbkreis, so lüfst sich zu jeder Lage von (0) eine neue Stellung der 
Ebene B und eine ganz bestimmte Projektionsrichtnng kcmstroieren. 
Um die Enveloppe aller dieser Stellungen zu finden, zeichnen wir alle 
Lagen «'incr Ebene B*, welche aus ./ und // 2 Punkte A, C schneidet, 
deren Eiitft'inuu;^ kuustimt und afh-ich Ayf\ ist. Diese Ebenen B* 
schneiden also die Aufrilsebene und die 8eitenrirsel)ene in 2 parallelen 
Linien von demselben Abstände ÄC. Bekanntlich umhüllen alle Linien, 
welche von 2 rechtwinkligen Geraden in 2 Punkten ÄC Ton gleicher 
IhtUbmung geschnittm wordrai) eine Ästeroide Ä\ Danas sehliefsen 
wir aOgemein: Jlk BUdebenm, weUhe m dm gewähUm AdtseniMdem 
ffdwrm und weMie cm der AasfrifB- und Seitenrißebene 2 PamUele vm 
jßeidtem Abstände e schneiden, unüüälen einen OfUnäetf wddi» mw Grund- 
rifsehene senkrecht steht. Seine Basis in der GrumJrißehtnte ist eine 
Asteroid . Jnlc ihrer Tangenteti fn-hnridri aus den Achsen x und Jf 
2 Punkte A, (\ deren Entfemumj <jleich e ist. 

Wir finden auf jeder Lage von A, (' den zugehörigen Punkt //, 
indem wir (.lie Länge A^D^ von A aus abtragen. 'Fig. 15). Nun 
bewei.st man in der (leometrie, dafs jeder Punkt /)' auf einer Tangente 
der Asteroide eine Ellipse E' dvirchlüuit, während die Tangente die 
Eurre nrnhüllt. Ist AÜ '^a und CUf = so sind a und c die Halb- 
achsen dieser EUipee. 0 ist ihr Mittelpunkt, nnd die Adbse Ton der 
länge 2c li^ auf 0A\ die Achse von der Länge 2a U^t auf OC. 
(Fig. 16). Bie Punkte 2), deren Grundrisse in Bf liegra, haben s&mt- 
lich dieselbe Höhe 8= GmndriTsebene. Daher liegen 

auch die 1) auf einer Ellipse JS'. Ein vertikaler Cylinder über 7?' schneidet 
aus der Parallelebene zur Grundrifsebene im Abstände z die erwähnte 
Ellipse F.. Die projizierenden Strahlen l aus 0 gelien durch die Punkte 
I) der Ellipse V.. Daraus folgt: Zivhen irir (hirdi 0 FiiralMstrahlen l 
eu den Proj(iiiousrichfunf/nt , ivchltc zit dni f/ruähUen Achsettbddi^n (fr 
hörm, so erfüllen diese Linien l einen Ki tjcl zucitm Grades. Jede Xormal- 
cbcne m z sdtneidet diesen Kegel in einer Ellipse Ey deren Mittdpwdd 
in M und deren Heitel res^ in der Aufriß- und SsUenrißebene Uegen. 
M d der Abskutd dieser Ncrmeddme von der Grundrißebene^ so muß 
eine Senkredde mm Bdde der M-Adise im Abstände O^Dl ^d am de» 
Bildem wn y und m svm Tunkte A^, Cj sdumden, dam Enifermunffen 
wn D| die re^ Halbadtsen der fSE^fise E sind. 
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12« Unttr den FtojektiomnielitoiigaD, weldie gegebcneii Aßhant- 
bildem gehören, heben wir diqenigen herror, die fBr die Konatruktion 
de« axonomefariichen Bildes beaonden bequem nnd. 

Yerlangen wir, dafo der Mafteteb der « bei der Pandlelpxojektion 
lUTerindert bleibe, so rnftssen wir (Fig. 16) den Punkt (0,) auf dem 
Halbkreise über J/'j so wählen, dafo ÄiOi = Ai{0^). Soll der Mafs- 
stab der y ungeändert bleiben, so mufs für den Puakt (0^) die Beziehung 
gelten: C\ =- (\(0^). Wir haben oben gesehen, dafs die Konstruktion 
des axonometrischen Grundrisses sehr eiiifadi war. wenn /" symmetrisch 
zur .r-Acbse liegen. Um diese DiHpoHition li('r/ust<'ll('n, bemerken wir, 
dals der Ort (U^r l'uukte // ( Fig. eine Ellipse K war. Die Punkte 
IX' befanden sieb auf einer Parallelen zur a: Achse im Abstände z ^ 0^ D^. 
Zeiehnen wir zu dieser Linie die symmetrische {it') in Bezug auf x, so 
schneidet sie die Ellipse E in Punkten iX, deren AuMsse orthogonal 
tq^aunetrisoh m den Grundrissen liegen. Folglich gehen durdi diese 
Sdmittpunkte und 0 die Lagen von l, welche die yerlangte Bedingung 
erlttUen. INe ISlipse JS? ist durch ihre Halbachaen bestinunt. Wir 
konstruieren daher (Fig. 17) die Schnittpunkte von E mit (iT), indem 
wir die Kreise Aber den Achsen benutaen. 

Bei der Wahl der Adisenbilder empfiehlt es sich elmifallsy soldie 
Annahmen zu bevorzugen, welche Vereinfachungen ftlr die Konstruktionen 

bieten. 

Setzen wir etwa voraus, daia die Bibler von ?/ und x zu einander senk- 
recht stehen (Fig. 18), so giebt es eine Lage der Bildebene, fiir welche die 
Mafsstäbe auf x und ?/ ungeändert bleiben. Wir inü.sseu in diesem 
Falle ((>.) in z annehmen. Dann erhalten wir die Lage einer zu B 
parallelen Ebene B* am schnellsten, indem wir (Fig. ISJ OA — 0^A^^ 
und OC— OjCj machen. AC ist die erste Spur von B*. Der Grundriis 
V von { steht senkrecht zu BC. l bildet mit der GrundriAebeoe einen 
Winkel Ton 45*. Dsmit ist l bestimmt 

Eine zweite bemerkenswerte Lage der Adisenbilder ist die, bei 
welcher die Bilder Ton x und y symmetrisch zu j sind (Fig. 19). Dann 
ist i>i^i » DiCj. Folglich geht die Ellipse E' der Punkte 2X in einen 
Kreis JT Aber, der 0 xum Mittelpnnkt und B^-^x Radius hat. 
Die möglichen Lippen Ton l erfüllen daher einen geraden KreiiA^l 
mit der Achse t. 

Nehmen wir in diesem speziellen Falle die Achsenbilder x und y 
zu einander senkrecht — also unter 45° gegen z — , und wählen wir 
(OJ auf z (Fig. 20), so müssen die Mafsstabe für x und y im Orifiinal 
und Bilde dieselben sein. Dieser Annahme entspricht eine Bildebene^ 
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welche mit der Aufrifs- und Seitenrifsebene Winkel von 45* ei na chl ie iat. 
r halbiert den Winkel xy, und l halbiert den Winkel r#. 

Sollen bei der symmetrischen Lage der Bilder von .r und y auch noch 

7', l" symmetrisch zur .r- Achse liegen, so müssen wir ( Fiir. 2\) die Schnitt- 
punkte von {il") mit dem Kreise IC zeichnen. Zu einem solchen Schnitt- 
punkte /)' gehört eine Ebene B*, deren erste Spur AC in D' halbiert 
wird. Der Ebene B* entspricht ein /, dessen Projektionen zur o;- Achse 
symmetrisch liegen. 

IV. 

IS. Es bleibt uns noch fibrig, die schiefen Pairallelprojektionen zu 
besprechen, bei denen eine der 3 Projektionsebenen an Stolle der Bild- 
ebene B tritt. Wir beschranken uns dabei auf den Fall, für welchen 
B mit der AufTilsebeiie zusammenfallt. Bei diesem sind die Darstelhmga- 
methodcn besonders befpiem. Um die räumliche Vorstellung zu fixieren, 
wollen wir annehmen, dafs der (Tegen.stand, welclier abgebildet werden 
soll, im ersten Quadranten liege. Die Aufrifsebene sei durchsichtig ge- 
dacht. Der Beschauer soll vom zweiten Quadranten ans auf den Gegenstand 
hembaelieii. Bei dieser Yoranflsetzung erhtttan wir aoMhanlieho Bilder. 

Wir geben die Plrojektioosriehtiuig dnrek einen ProjekHonBstralil l. 
bt OAEC die Rechteck, innerhalb dcMen der GrondrilB lieg^ so wird 
es ntttadidi son, den Strahl 2 so so 5riQil«i, dab er durch den Pnnkt 
C geht (Flg. 22). Dann geht f durch C, V dnroh 0. Die Bilder 
von X und z liptr« n in den Originalen, und die Mafsstilbe für diese 
Adisen bleiben bei der Projektion ungefindert Das Bild der «/-Achse 
fällt mit 1" zusammen. Konstruieren wir die zweite Spur C,, von 1, so ist 
0(\ die Bildlange von 0(\ Daher ist 0(^(\ das Mafsstabdreieck für 
die y. Verschieben wir nun die Achsenbilder parallel (Fig. 2;^), und 
verwandeln wir mit Hülfe von 0(\C^ die Koordinaten y eines Punktes 
Mf so können wir axonometrischcn Grundrifs (■M') und axonometrisches 
Bild M aeiehnen. x und t ton Jf werden Üei nicht geändert 

Soll ans dem Onmdrüs des Oegensftaides direkt der axonometriadie 
OrundrÜB gefnnden werden, so benntsen wir dazu Parallele aar d^Aohse, 
welche auch im axonometrischen Gmndrils za x pexBilel sind. Wir 
aeidmen die Scfanit^nnkte dieser Horisoolalen mit der f-äiSum nnd 
übertragen sie mittelst des MaTsstabdreiecks OCiC^ auf das Bild dmr 
y Achse. Für den Grundrifs g' einer beliebigen Geraden können wir 
ebenfalls den Schnittpunkt von g' mit y auf das Achsenbild übertragen. 
Ein zweiter Pnnkt, der sich leicht bestimmen läfst, ist der Schnittpunkt 
des Gnmdrisses einer Geraden, — z. B. S' von d' — mit der .x- Achse. 
Da die x im Bilde nicht geändert werden, so ist die Entfernung des 
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von 0 im GrundriJli and «Kmometriachen Grunclrils die- 
selbe. DieiM Yerbiltnis gilt aioht nur für die o^Achse, sondern für 
jede Phnllele zu x. Liegen die GrondrisM von ixgend 2 Ponkten — 
z. B. JT, 2V' — auf einer solchen Puallelen, so mttssen anch die axo- 
nometrischen Gnmdriaee rieh tnf einer Panülelen sn x befinden nnd 
dieeelbe Entfttmnng fanben wie die GnmdriMe. Aneh dieee Beriehnng 
kann benutzt werden, nm Ton Panktoi einer Geraden, wdehe anf 
aolchen Parallelen liegen, die axonometrisehen Grandxiaae zu aei<\hnfiin. 

Stellen wir den axonometrischen Grundrifs 80 Uber den Grundxib, 
dafs beide Figuren den NnUpunkt nnd die ar-Aehae gemeinsam haben, so 
liegt je der Grondrifs eines Punktes nnd sein axonometrischer Grundrüs 
auf einer Parallelen zu C , (V\^. Der Grundrifs Pin^r Geraden 

und ihr axonoraetrischer Grundriis schneiden sich in x. Daraus fol^t, 
dafs der Grundrifs einer FicruT zu ihrem axonometrischen Grundrifs 
affin ist. C, (\ giebt die Richtung der Affinitat. x ist die Achse derselben. 

Stellen wir das axonometrische Bild so Ober den Aufrifs, dafs 
beide die Achsen x und z gemeinsam haben, so liegt je der Aufrifs 
eines Ponktee und sein axonometrisches Bild auf einer Parallelen za V. 
Der Avfrilii ehur Qenden nnd daa axonomeferiadie W3A Mfim rifib 
in der sweileu Spnr der Gteraden. 

Kaeh dieaen GwmdaitBen iat in Fig. 82 nnd 28 der Sotuutlpnnkt 
einer Linie mit rinem Ezeiakegel daigeateUt, welcher zur Onindrifih 
ebene aenkrecbt afeehi 

14. Wir kehren nun die Aufgabe um. Wir wählen für eine 
adüeii ParaDelprojektion «if die Aniriftebene dna Büd der y-Acbae 
beliebig nnd anohen daan die enbpcediende Bidifeang. 

Ziehen wir dmeh irgend einen Punkt (7, auf y (Fig. 24) eine be- 
liebige Lmie C7,C«, welohe daa Bild der y-Adiae m 0^ trifft, ao iat 
dnreh dieee Gerade ein Mabatabdreieek nnd eine beatimmte Lage Ton l 
festgeeetzi 0,C, ist der Aufrifs von IL Wir finden T, indem wir (7, 
auf X loten und den Fufspunkt G mit T, verbinden. Zn jeder Geraden 
durch Tj gehört also ein bestimmtes Mafsstabdreieck nnd eine Lage 
Ton l. Alle diese Lagen erfüllen eine Ebene, welche durch und das 
Bild der y-Achse geht. Jedem dieser / entsprieht })ei denselben Achsen- 
bildern ein anderes axonometrisches Bild des Gegenstandes. Die Ein- 
fachheit der Konstruktion dieser Bilder wird von der bequemen Lage 
der Linie C|C, abhängen; denn wir müssen zu dieser Linie stets 
panUele Gerade riehen. Ea wird daher nfitdich aein, C, C> entweder 
unter 45* (Fig. 24) oder unter 60* (Fig. 25) gegen die d^Aehae an 
iriOilen. Nehmen wir dann daa Bild der y-A«di8e ao an, dab ea mit 
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der ^Achse euea Winkel von 30* einscUierrt, ao ergeben lich leicht 
EU Eeidmende Methoden fBr die Konstruktion der azonometrisdien Bilde«. 

In dem raletzt erwähnten Falle (Fig. 25) itt fiberdiee 
^ 0,C,0«- 80* -.<^OC,Q. Also iat OC^ - OC;, d. h. der MktetBb 

»/ ist im Original und Bild derselbe. 

Verlanfroii wir im allgemeinen bei beliebig gewähltem Bilde von p, 
dafs der Mafsstab von y ungeändert bleibe, so müssen wir auf y und l" 
(Tig !?r,i 2 Punkte (\(\ bestimmen, für welche 0,C', «OjCj ist 
Dann ist das Dreieck C, OCj iu Wirklichkeit rechtwinklig bei 0. 
Folglich mufs d«*i W inkel 0(\(\ ^ 4;V sein. Die Projektionsrichtung l 
schliefst daher mit der Aufrifaebene einen Winkel von 45" ein. 
Kombinieren wir mit dieser Annahme die weitere Spezialisierung, d&£s 
das Bild Ton y den Winkel wm halbiere^ so lilst sich beweisen, daft l 
mit der GrandriTsebene einra Winkel X Ton 80* bildet Legen wir 

fr (d ^ 

nämlich die erste projizierende Ebene von / um, so ist: tgA = 



ist X gleich 30**. Wir schliefsen daher: 

HaXbiert hei der Projektion auf die Aufrifsdxine das Bild von y de» 
Wmhd MvMe» x umd m, tmä kt der MafsgkA für p im Origmal uitd 
BUä äen^t ao sMi^ri die Prajektianariädmg mit der Oftmdrißebeue 
eme» Wtnkd wm 9(1^ vmd mt der AmfnfaAeine eme» Winütd wm 46^ ein. 

Durch 0 gehen Tier Gerade^ welche die Grundiiisebene unter SO* 
und die Aufrifaebra» unter 46* schneiden. Sie sind gemeinsame IMhntfll- 
linien von 2 geraden Kreiskegeln, deren Neigungen gegen Qrund- und 
Au&Usebene resp. SO** nnd 45^ sind. Für den praktischen Fall kommt 
unter diesen 4 Geraden gewöhnlich nur diejenige in Betracht, welche 
durch 0 in den zweiten Quadranten nach rechts geht. 

15. Zum ScIiIuPh stellen wir eine Rt^ihe von Rogdn zusammen, 
welche der praktisclic Konstrukteur bei der Anwendung der schiefen 
Parallelprojektion in erster Linie zu herücksiehtigcu bat. 

a) Die schiefe Parallolnrojektion auf eine Ebene, welche parallel 
ZU 8 ist, genügt den Anforderungen, welche wir an ein anschauliches 
Bild stellen, gewISmlidi besser als die Panllelprojektion auf eine 
Ebene, weldie die 8 Achsen im Endlidun schneidei 

b) Die Konstruktion hat damit zu beginnen, dafs wir mu Aber 
die Stettung der Bildebene und die Biohtung der Projektioiisstralilai 
entscheiden. Entweder ^n^hlen wir beide direkt und entsprechend der 
Anforderung des Bildes, oder wir nehmen die Achsenbilder an und 




r - Aber CfC» - l/0,ö« + 0,q - l/0,G« + 0,q 

\& + - Oöys. FolgUdi ist tgjl - - V Also 
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suchen «laz,u Bilde})ene und Proj^ktionsrichtunf? nnd sehen, oh diese 
für die Darstellung trünstig sind. Denken wir uns die Bildebene als Olas- 
tafel, welche vor dem Gegeustaude aufgestellt wird, so ist es natürlich, dafs 
der BeadMUier -vor der Bfldebeiie rteM und auf den Oegenelnid bUoki 
e) Die Bmatsung Ton Mafiniftboi isfc da zu emp^Bhlen, wo ee dek 
dämm handelt, aus gegebenen Koordinaten direkt das azonomefcrisehe 
Bild aufentragen. Ffir das Venitftndms des Banmbildes ist es TOr- 
zuziehen, die Mabstabe direkt aus der Projektionsriöhtung zu konstruieren. 
Der Oebraneh too fertigen Mafsstabzahlen oder von Achsenwinkeln, 
welehe man einer Tabelle entnimmt, hat den Nachte il, d ifs mit diesen 
gegebenen Gröfsen k-pine Vorstellung über die Lage der Bildebene und 
der Projektionsrichtuiig verbunden ist. 

d) Soll ein parallelpt'rspcktivi.schcs Bild aus Grund- und Aufrifs 
gezeichnet werden, so kann mau die Mafsstäbe benutzen. In allen 
Fällen wird es aber einfacher sein, die Konstruktion ohne Benutzung 
der HafiMtibe mit reebtwinkligen Koordinaten und kongruenten Reihen 
so dnrolizuf&hren, wie wir dies oben meihrfkch erliUrt haben. 

e) Legt man ein durchsichtiges Papier Aber den Omndrift und 
AufrUs, so UUst sidi schnell aus den Projektionen auf dieses Flapier 
mne schiefe Parallelprojektion auf die Aufiriftebene znchnen. Man be- 
nutzt dabei die Affinität zwischen Grundrifi und axonometriscbem Gmnd- 
nÜB und den Umstand, dals Aufrisse und axonometrische Bilder von Punkten 
in Parallelen zum I^ilde von t/ liegen. Der .Xufrifs einer Geraden und ihr 
axonometriseht's treffen sieb in der /.weiten Spur der Geraden. 

f) Zur räumlielieii Orientierung ist es nützlich, dem per.spektivisehen 
Bilde stets die Achsenbildcr beizufügen, auch wenn dieselben zur 
Konstruktion nicht weit<.'r benutzt werden. Ferner sollte immer ein 
Originalmalsstab und seine Bildlänge auf x, y, z dem Blatte beigefügt 
werden, selbst wenn msn die Malsst&be nicht gebiauehi Nur durdi 
diese Ibbslftbe erhalten wir em riditiges Urteil Uber die VerUatnisse, 
in denen die einzelnen Dimensionen des Oegenstandes su einander 
stehen. Zur genauen Bestimmung dieser Dimenmonen, also zur Kon- 
struktion von wahren Langen, sind axonometrische Bilder nicht ge- 
eignet. Aus pädagogischen Gründen können solche Bestimmungen als 
gutes Übungsmaterial für die Haumvorstelluug gelten. Praktischen 
Wert haben sie nicht.') 

Zürich, April 1901. 

1) Man vergleiche iaBeyel: Axouonietrie und Pcrnpcktive 'Stuttg^arti den Ab- 
Hcbnitt C über scliiefe Axonometrie und Hovt'I: DurHtvlh'nde Geometrie (TeoblMr 
1901) im Anhange S. 60: Über schiefe Parallelprojektion. 
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Über die Vertanschbarkeit homogeaer linearer 
Differentialuuidrflleke. 

Von Geoug Wallenbeko in Charlottenbiug. 

Sind F und Q lineare homogene Differentialausdrficke (um solche 
handelt «• lieh in dieser Arbeit ausschlieAlidi): 

(1) P - p^y^'"^ + ih .'/"* - + • • • + - ly' + 

deran Koefflsienteik P| und 9, FimktioBeiL von g sind, so bedeatet das 
sjmbolisehe Produkt PQ hekanntlich, dab in P an Stelle von y der 
Ansdrack ^ gesetzt werden soU. Für die ZnsanunoiselBiing linearer 
Differentialansdrflcke gilt zwar das associative, aber i. a. nicht das 
kommutatiTe Gesetz; vielmehr müssen die Koeffizienten von P und Q 
gewisse Bedinj^ngen erfüllen, damit dies der Fall sei. Diese Bedingungen 
sollen im folsrfndon für eine ausgedehnte Klasse von Differential- 
ausdrürken autgestellt werden; dahei spielt der Begriff' der Irreduktibilität 
eines DifFerentialausdruckes im Frobeni usschen Sinne eine bemerkens- 
werte Rolle: während das Ptoblem ganz allgemein gelöst werden kann, 
wenn einer der beiden DÜforentialansdrllcke als inednktibel vorans- 
gesefatt wird, kann man dasselbe ohne diese YoranssetEang nur von 
Fall SU FaU eriedigen. Soviel mir bekannt ist, existieren bisher in 
der matiiemaliacliai Lüteratur nur 6«nerkangan Ton Floquet (Ann. 
ÄJ. norm. (2) VÜI (1879), SnppL, p. 49) über vertausehbare lineare 
Differentialausdrflcke erster Ordnung, die im folgenden als ein gans 
spesiellw Fall auftreten. 

!• Durdi einftcbe Rechnung ergiebt sich aus (1) und (2): 
SoU daher 

sein, so muTs zunächst 

**Äfls *J«Po » ^ ^ 
(8) ^"Cp^ (p Eonstante) 

sein. Da hier hauptsächlich die entsprechenden Differentialgleichungen 
interessiereo, so kann man s. B. ji^ — 1 ▼onnaMkMin; dann rauls naeh 
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(3) $0 eine Konstante aein^ die olme Beschrütikung der Allgemeinheit 
ebenfalls gleich 1 angenommen werden kann, da konstante Faktoren die 

Vertauschbarkeit nicht beeinflussen; durch diese Festsetzung wird eine 
bedeutende Vereinfachung der Kechuuu^ erzielt. Durch Vergieichung 
der Koeffizienten von j^"* -i- " - ergiebt sich dann: 

mql — npif aUo 

(4) mg, — n|Ji + c. 

Durch Vergleichung weiterer Koeffizienten erhalt man für die Gröfsen 
j), undgi Systeme von Ditferentialgleichungen, deren Lösung bald betracht- 
liche Schwierigkeiten bereitet, sodafs man zu anderen Hilfsmitteln 
greifen mnfs. Für »i = n = 1 folgt aus (4), dafs zwei lineare Differential- 
ausdrficke erster Ordnung = y + y>,t/ und = y' +i>8y dann und 
nur daun vertauschbar sind, wenn und sich um eine Konstante 
nnterscheiden. Allgemein sind die Ausdrücke Pk =' y ' + {p — y 
{u^ Konstanten, i=i,2,s,...) vaid wegen der Gdtung des asioeiatiTen 
Qesetna auch Pirodnkte hdiebig vieler solcher Ansdrfleke mit einander 
Tertaoscbhar; die lineare DüfarentialgleichnBg 

besitrt daher die Integrale sSmilieher Gleichungen d. k die 

Lutegrale fr — e«~*^'"'e'*'; sie l&fiit sich also durch eine Trans- 
formation v = e'f'"*'y auf eine Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten reduzieren, in welcher die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung sind^); umgekehrt lassen DifiiBrentialausdrflcke mit konstanten 

Koeffizienten, bez. die aus solchen durch v==e'^'"''y transformierten 
stets die obige Zerlegung in lineare vertauscbbare Dili'erentialausdrücke 
erster Qrdnmig sn (vergL Floquet I. c). 

1) Allgeneiner «iad die Ansdrtteke 

«y' + (p — «*) y 

miteinander vortauncbbar; in diesem Falle l&fst sich die Gieichoog P^...i',P,P, «0 
durch die aimultaue Transformation 



dz 



in eine Differentialgleichung mit konstanten KoefRzientcii flberfilLreu. Der Fall, 
dal« mebrerf der Pj, einander uleith aiud, ent^^iiricbt dem Falle gleicher Wurzelu 

der charakteriatiochen Gleichung (vecgL Floquet 1. c). 
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Es soUen nnn in diesem Abschnitt dureh direkte Redmnng die 
Bedii^^ongen fOr die Vertanschbarkeit einiger DiffBrentislansdrficke 
abgeleitet werden, bei welchen dieselbe keine besonderen Schwierigkeiten 
darbietet; zanachst fQr einen DüFerentialausdnick erster und einen 
solchen n**' Ordnung: 

und Q ,r + </„ _ - >; -f . . . + t^^y' + g^y. 

Es ist 

QP q,B'^ (ff, - X), - s^<* ^ ^> -f (py)t»>; 
also der Koeffizient von f^^> in QP: 

n 

Soll nun 

PQ-QP 

sein, so ergiebt die Vcrgleichuug eutspreclieuiler Kuettizieuteu 
also xonSchst 

«,;_,- »J»'» d. h. ff,_ »p -f c,; 

.i>' + ^^^p" i;pp' +(«-!) qp-f (;) 

und daher 7« _ . = (1') I />' + />'] + (" 7 ') ^"1 > ' 
In derselben Weise findet man 

5«-s-(5[p"+spp'+ya+C7')ij»'+f»T<i + ("7')i^^ + r,- 

Seist man nun 

r. B. + 

i?j - =J>' -f ^Pp' u. s. f., 
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io wird 

3,-,-(;;)^4 + ("vO 

'y- » G) ^ + C 7 ') ^> '-i + C 7 ') ^ + 

Durch Indaktion findet man entsprecheoid die aUgemeine Formel 

(6) i.-.-QA.+c;z;)iJ...«i+Gij)v.<%+-+("'"i+')«.<ii..+<4. 

Ihre Giltigkcit wird durch den öchluls der vollf*täncHjj;en Induktion 
erwiesen, indem iniiii sie bis 7„ _ j ^ ^ als rit-htijf aiinininit: Diöereuziert 
mau (H) und berücksichtigt (öj, so erhält mau zunächst durch Ver- 
gleicliuug der tou deu if hmou Glieder: 

- ip' + Q Rk-tP" + (J) + • • + kR,^ - 

Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sioh aber ans daa folgenden 
beiden fieirarsionsformeln für die B^: 

Aus 32 — * — 

folgt Ii,^t-Ii,-^pii,\ 

m 

nnd ans u' — « • » 

- + (0 Vif' -f (J) + • • • + + 1*^*>. 

Daher ist iu der That 

In analoger Weise verifiziert man die durch Vergleichung der Koeffizienten 
der einzelnen c- sich ergebenden Relationen. Wenn man nun die 
Differentialgleichung 

durch V — gy, also r^*^ = (qy )^'"' transformiert und --- p wühlt, so wird 

in der transformierten Differexitia]|^eichung nach Division durch q der 
Koefiäzient von ^"-''h 

0 (; 1 1) + C - D + • • + (" ') + 
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Die Veigleiehiuig mit (6) seigt, dab ^ — 0 diejeauge Diffemiiial- 
l^chvmg is^ welche dardi die Tmisfoniiatioii 

l'pdl 
C = f'^ ff 

wn der Differentialgleichung mit konstanten Koefifiaienten 

henrorgelLt. J%rv Imfe SeUe üt daher nocft OUIpem äat (tifmMitdie) 
FinehM tm n unter emander und mU P vertauedibaim Unearm Diffb- 
rentiaJausdrücke» erster Ordnung. Dafs anderereeita diese ak notwendig 

erkannte Piedinfjung für die Vertauschbarkeit von P und Q auch hin- 
reicht, ist evident. — Dieser Satz wird im zweiten AbsdmilA ohne jede 
Becluiniiif durcli hlofse Schlüsse erwiesen werden. 

Ferner sollen die Bedingungen fUr die Vertauschbarkeit zweier 
Differeutiaiausdrttcke zweiter Ordnung 

dnreh direkte Rechnung beekimmt werden. Es ist 

PQ - y'^) + {q^ + )y "' -f (27 ; + 7, -f p, 7, -f p,)y" 

+ ««a + &Pi)y' + Cfi + j,p; + g,A)y. 

Die VonMUsetsnng P^— QP ergiebt 

(a) 9 'i=P 'xy <1 Vi + -^1 : 
femer f/'[ -f 2g, + - J>i + i?l>i + i , 
also mit Berflcksiehtignng Ton (a): 

(b) 2qi - 2i>; + 2e^pl, d. h. 9, - ^ + «iPi + f,; 
endlieh (c) 9t + = P't + fi J»i> 

also mit iiücksicht auf (n) und (h): 

Ist C| 0, 80 fallt dieee letzte Bedingungsgläohung fort; ist dagegen 
^1 Ton Null Terschieden, so folgt ans ihr: 

p' p» 
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Wir haben alto swei F^lle m nntencheideii: 

(I) = 0: (/i=Piy (Ji - Pi + J'g, 

d. h. die Koeffizienten Ton unterscheiden sich um eine Konstante^ 
ähnlidi wie bei den linesren Differentialaosdracken enter Ordnimg. 

(n) Ci + O: + 

daher liilst sich in diesem Falle diu Diöerentialgleichung P = 0 durch 
die belcauute kanonische Transt'onuation 

die Diiiereutialgleichung Q = 0 dnrch die Transformation 

ti-«i/ft<'y^ also auch dmeh «-«1/"**^ 

in eine Diflerentialgleichimg mit konstanten Koeffizienten überl'ühren. 
Folglich sind in diesem Falle P und nach Obigem Produkte von 
zwei linearen Diä'ereutialausdrückeu erster Ordnung, die (wegen des- 
selben Trausformatiousfaktors) sämtlich mit einander Tertaiuehbar amd: 

P - (y ' + (f + « ) y) (y ' + - « ) y) , 
« - (y ' + + a) y) (y ' + (1* + ft) y), 

wo u, Konstanten bedeuten («-' = — <"p + = 2Cj, ßiß» = ^»1: da 

/>! willkürlich bleibt, also um eine beliebige Konstante vermehrt werden 
kann, so ist tlie Form von P nur scheinbar spezieller als die von Q. 

Schon die üntersnchuug der Yertauschbarkeit ssweier linearer Diffe^ 
rentialanadrflcke zweiter bea. dritter Ordnung dnroh direkte Beofanong 
begegnet bedenteaiden Schwierigkeiten, die dnrch die spätere Behand- 
lung TentSndlioh werden. Wir mfissen daher die Yertausohbaikeit 
linearer IMfierentiBlansdrtleke einem tieferen Stndinm nnterwerfen. 

8. In diesem Abschnitt soll die Yertanschbarkeit zweier lineaier 
Diflbrentialaasdrttcke mit eindentigen Koeffizienten unter der Yorana- 
Setzung untersucht werden^ dafii einer derselben irrednktibel ist Dabei 

wird ein solcher DifferentiBlansdruck nach Herrn Frobenius als irre- 
dukiibel bezeichneti wenn er sich nicht in (symbolische) Faktoren 
niedrigerer Ordnung mit ebenfalls eindeutigen Koeffizienten zerlegen 
läfst. Von den entsprechenden irredaktiblen Diü'erentialgleichangeu 

Archiv der Mathematik und Phjsik. Iii. Reihe. IV. 17 
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gelttn zwei Sätee, die ebenfalls von Herrn Frobenias herrfihroi und 
im folgenden mehrfach gebraucht werden. Sie lauten: 

1) Wenn eine homogene lineare Differentialgleichnng mit einer 

ebensolchen irreduktiblfn Differeiitial!?leichiin<T rin Integral ifonieijlMUll 
hat, 80 wird sie durch sämtliche Integrale dersellieu Ijot'nedigt. 

2) Weuu von zwei linear unabliängigen Int^jgralen einer homogenen 
linearen Difierentialgleichuug u)il euuleutigen Koeffizienten das eine 
ein homogener linearer Dififerentialausdruck mit eindeutigen Koeffizienten 
dee anderen ie^ so ist die Diffsreniialgleichung rediilüM*) 

Es seien nun zwei homogene lineare Differentialausdrücke mit ein- 
dentigen KoedEfinenten P von der Ordnung p und Q von der Ordnung 
9 (P ^ d) einander Tertausehbar'): 

und es werde Q als irreduktibel vorausgesetzt. Die Differentialgleichung 
^ — 0 möge die Integrale t^ {k = 1, 2, . . q) besitzen. Da 

QPiQ - PöCfi») - 0 
ist^ 10 beeitat — 0 die Integrale P(CO; es mofs daher 

sein, wenn t ein gewisses Integral von Q — 0 bedeutet. Wäre nun ^ 
linear unabhängig von ^j^, so müTste nach Satz 2) die Differential- 
gleichung Q ^0 reduktibel sein, entgegen der Voraussefeznng; fol|^ch 
muTa 

S " ^o5t («0 Konstante ) 
sein. Dahnr hat die Differential^ichni^ 

mit ^ = 0 das Integral y == also wegen der Irreduktibiiität von 
^ 'S" 0 nach Satz 1) oWe Integrale gememsam; d. h. es ist 

oder P(y)sB^(y) + ci»y. 

Ferner ist 

1) .Tonrn fiir "Math 76; rergL die sofadiie Arbeit vou HeciB Rambnrgerf 
Joam. für Math. III. 121—138. 

S) In dieaem Abschnitt wixd nicht J^« = ™ ^ angenommen. 
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•Iso^ dft » ift: 

RQQ - QRQ, ±K RQ-QR 

Wird mit H ebeusu operiert wie mit P, so ergiebt sich 

femiu S^TQ-^e,y,JL s. f.>) 

SohlielUieh Icoiiuiit man sa eiiMm DtfiBxvntialaiMdniek Z ron Ueinerer 
Ordnmig Big Q, und m maSk dann 2^ — i^y — 0 mit Q « 0 alle Integrale 
gemeinaam haben; d. h. ea mola identiadi 

r„i/ ~0 oder Zse,y (c, -f 0) 

sein. Daraus iolijt, dtifs p ^ nq imd P fhs Produkt vfoi n Diff'frpnfinl- 
ausdnicken ist, dir sfuntlicJi mit V und untrr einander vrrtanschfHir sindf 
von der Form Q — u^y, wo die die Wurzeln der Gleichung 

c»«" + i«" - ' + ♦ • -I- «1« + c» - 0 
aind. Ea wird lübnlich 

Piit) = c„(r{y) + (r-'iy) + • • • + (\Q{fh + c,f,, 

^Cv) (las symbolische Produkt Ton k Differentialausdrückeu Q 
bedeute^ sodal's in der That 

iat Offenbar iat dieae Bedingong fOx die Vertaoachbarkeit Ton P tind 
Q aadi hinreidiend, aalbat dann, wenn Q rednktibel iat. Da Diffnrential- 
anadrSckc erster Ordnung als irredaktibel anzusehen sind, so folgt für 
9—1 der im ersten Abschnitt bewiesene Satz Aber die Vertauschbar' 
keit eines Differentialausdrucks erster Ordnung und eines solchen 
w**' Ordnung. Ferner folgt, falls auch P irreduktibel, also n ^ 1 ist, 
dals in zwei vertauschbaren irreduktildeu DitFerentialausdrückeu, ab- 
gesehen von einer iiuiltiplikativen Konstanten, sich nur die Koeffizienten 
von y um eine additive Konstante unterscheiden, analog den DiÜerential- 
ausdrückcn erster Ordnung. 

Liifst man die Vorausst-tzunj; der Irreduktibilität eines der beiden 
D iiier entialausdrücke fallen, so kann mau das Problem der Vertausch- 
barirait nur timi Fall m FUl behandeln*); «a aoU in diaaem Abachnitt 

1) Einige der kCnneu auch einander gleich und auch gleich Null Mfai. 
'2 lIö( ligt«'nH lassen sich im allgemeinen Falle hinreichende Bedingungen 
angeben: So werden die Ditferentialausdrücke P^^ und P^^ {der Index soll in 

diesem Abschnitt stet« die Ordnung de« Differentialausdrucks augeben) vertautfch- 

11* 
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hauptsachlich für einen Ditt'erentialausilrufk zweiter und einen solchen 
dritter Ordnujig, und F^, erledigt wenleu. Zunächst kann man »atzen 

nnd M sei P, — ÄJf' + Ptf. 

Wir haben drei Fälle zu unterscheiden: 

1) 

Da PjPj = ^3i\ sein soll, so wird =- 0 durch sämtliche Integrale 

Ton P| — 0 befriedigt Ist tj ein (von Null Tenchiedenes) Integral von 
Pi — 0, io mvSk alio P,P,(ij) = 0 win; d. h. uoh P,(i}) ^ P|(i;) = Piij 
isi ein btegral von Pg — 0, damoB folgt weiter, dab aiu^ Pt(A^) 
äs P, (11,17) ^i^'i} ein Litegnl Ton P, — 0 ist Zwieehen dieaen drei Lite- 
gralen moAi eine lineare lunnogene BeUtioo mit konatanten Koeffiaienten 
beatehen: 

+ + ^J^iV = n{Co + q A + CtPD - 0, 

ans welcher eich, da + 0, als Eonatante eo^ebt Daber folgt ans 
P^P^-P^P^, daft P, und dann auch P, mit Tertanachbar iat 
P, u$iä P3 müssen also nodk Obiffsm ProdMfe oiw jwe» he$. dm mii 
«fuf mit ämmdet ffeHamehharen IHfferenHtdaiudrädcen erster Ordnung sän, 

und die entsprechenden Differentialgleichungm P, = 0 und Pg — 0 lassen 
sidt durch dieseWe Transfarmaiian in DifferentiaifßieUkungm mü konsta/nkn 
Koeffisimtm ieamformieren. 

2) eine von Null vencbiedene KonstÄnte.^) 

Aus PjJ^3=»- P;,/^ f'^'lgt, dafs, wenn »y, , zwei Fundamentalintegrale 
von P, =^ 0 sind, auch Pi(i}i) und Pi(iji) Integrale von P, » U sein 
müssen. £s sei 

so folgt ans den Untersnchnngen von Herrn Hamburger (L 0.) mit 
einer leiditen Modifikation für den FiaU, dab /i, oder oder beide 

bat »ein, wenn sie Produkte aus in bez. n vertausch Laren Differcntialausdrücken 
JH** Ordnung sind, die ihrerseits wieder in vertausehbare Differeutialauädrücke 
niedrigerer Oydnimg seriegber Min kOnnen. Aber diese Bedingungen sind, wie 
ans den Untersnehongen dieses AbBcbnittes her>'nrf{oht, nicht notwendig. 

Vi Der Koeffizient der hnehsten Ableitung in J\ und P, soll von jetzt an 
der Kint'achbeit wegen gleich 1 angenommen werden (vergL die Bemerkung auf 
8. WSii dann ist auch in der KoeOsient von y' glsieli 1. 
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l^eich Noll siud^), dails die Differentialgleichung P,(^) — 0 mit 
•Pi(y) — <°iy 0 und Piijf) — a,y =- 0 Litegrale gemeinauii hftt^ wozin 
Ol und bestimmte Kimstanten bedeuten, die anch den Wert KnU 
haben and einander (^eicsh sein kOmien.* Da Pi(y) — a^fß und Pj^) — <%jr 
naeb Obigem Tertanaehbare DiffBrentialaoBdrOeln eväter Ordnung iiüd, 
■o iat direikt') 

Da eine Konstante, ist mit Pj Tertauaishbar; ans P^P, » P^Pf 
ergiebt sich daher: 

hat daher naeh Obigem die Form: 

«i-^(ft>y' + (ft-«)y)» 

wo a eine Koustauie bedeutet, und es ist auch 
folgUch P^P^^PtP^. 

Da sowohl P, als auch I\ mit Pj (und Q^) vertauschbar ist, so sind 
audt in diesem Faüe P, und P, Produkte aus me» ftef . drei vertauschr 
hären BiffereiiiHeiUmedrüdm ertHer Ordimmg, und düIHffeniiiiidffieit^miifen 

P, => 0 wnd Pj = 0 lassen sich durch die Transformation t? — e*»*^'' 'ff 
in DifferenHalgleidm^en mit konstanten Koeffmenten troMsformieren. 

3) Pq eine Funktion von s. 
Zunächst findet man durch dieeeiben Betrachtungen wie in 2): 

Pf =^ d'oy' + Ol - «i)y) Ooy' - «i)y) 

und es ist 

PPi - PjP. 
Aus P,P| — P,P, eigiebt sieh 

i'«(>iPt + P,Px - /'.P, + P, P„ 

1) Der Fall ^, = tt, ^ 0, führt auf den Fall 1) Eurflck, da hier 

P, fy) — coy — 0 mit l', =^ (> r.wpi linear nnabhingige Integrale gemeinsam hat, 
also identisch Pi(y) = a>y »eiu mufs. 

t) Diese Zerlegung von P, gilt, wie aas dar oben zitierten Arbeit von Heim 
Hamburger bervoigehtt andi aoefa IBr den Fall 
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und, dB 

p, p, - ypp,, p,p, = p,(ip) - ^p,p - -^jp = ^^p,p- 2i>. p, 

iBi: 

(A) P.^i-(?iA-2m. 

£s sei 

y" + r,y' + r,K^ - If' + äi^, 

■Ibo 

Pfl -H'^^yi — k«i + "«) i>qP,' + - ("i + «i) yi + «I «1 
dann folgt aus (A) dorch Yergleiehiuig d«r Ko«fifisi«ntaL von y' und jf: 

2i + »"»ffi »"i - 2l>o» 

SeiiEfc man in diese letaste Gleiehting die obigen Worte DBr rj ond 
ein, flo lieben aich alle enthaltendan Glieder fort, und ea reaoltiart 
für die Diffnrentialgleiehnng 

oder 

deren eratea Integral 

(B) /)^» - - 4p» - 4r, + p, + (qj, - ©,)» 

ist. Daraus crfiirhi »ich aLs cmdmtKje doppeltperiodische Funktion von 
z — Cg, die mit der Wcierstra fsscheti p-Fi(nktion in rinfachstnn Zu- 
summenhmuje steJd und mntmll auch iti eine eit^'aciiperioäi^che , hex. 
rationale Funktion degenerieren kann. 

Fassen wir die notwendigen — und, wie ans dem Gange der Unter- 
Bochnug erhell^ andi hinreiehenden — Bedingungen fttr die Vertaiuob- 
barkeit von nnd P, anaammen, 90 mtfs 

1) Mit e «oUen im folgendon stets willküxUcho Koimtanten beseichaet werden. 
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sein, worin die dttrcfi (B) definierte doj^pd^periodiscJw Funktion bedeutet; 
fenur 

ist; die FuiMim bleibt wiUküriidi; desgleiiiim die KoiukuUen 
und 0},. 

Auf das eben behandelte Problem laesen sich zwei andere leicht 
zurückfahren: 

I) VertÄuschbarkeit von P, und ^, (^Koeflizienteu der höchsten 
Ableitungen von y gleich 1): 
Da nämlich 

ia^ ao folgt ana 

P.P. - P.P.. 

n) VertaiuelilHtfkeit toh und P^ (Koefibienlen d»r hSduten 
AUeikDigtti gleidi 1): 
Da 

ii^ eo folgfc ans 

Allgemein gehören die Probleme der Yertauschbarkeit von P^ und 
Pj^ und von P^ und P^^^i zusammen, da 

Pkm " Pm + Pftat— I 

ist. Durch diese Bemerkung llfit sich auch das in Nr. 2 rechnerisch 
behandelte Problem der Yertauschbarkeit zweier DifferentialauBdräcke 
sweiter Ordnimg in wenigen Zeü«n erledigoi. 

4. In diesem Abschnitt soll die Vertauschbarkeit zweier linearer 
homogener Differentialausdrücke 2. bez. 5. (6.) Ordnung P. und I\ (P.) 
mit eindeatigeu Koeffizienten nnterstiolit wesden. Die KoeffisUnteai 
der höehafeai Ableitungeii der abhängigen Yeriadarlioihfiii waden ^JwAk 

1 T<»aiMgM«fcBt 

£b soll also snerst 
(1) P.P»-P.A 
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Beteen, und es möge 



sein; dann pr|i;if'bt sich zunächst ilureh dieselben T berlegnngpii wip im 
3. Abschnitt, dafs, wenn = 0 ist, p^ eine Konstante sein muls, und 
daraus folgt dann, dalüs mit P, vertauschbar ist. Wir haben also 
ab cnten Typus 

00 P8«P,P, + cy, 

worin PjP, =^ verschiodenen dadurch bedingten Formen von 

P., und Pj ergeben sich aus Nr. Ji) und c eine Konstunte ist. Hierunter 
sind auch bereits Fälle enthalten, wo P, und i^, Produkte von 2 bez. 5 
yeitanschbaren Differentialausdrucken erster Ordnung sind (nämlich dann 
wenn P, und P, derartig zerlegbar sind, vgl Nr. 3) und sich daher bis 
anf einen EzponentuIfiiUor in Diffwentialanidracke mit konsfeanton 
Koeffirienten transformieren lasacn (yergL Nr. 1). 

Ee eei nnnmehr von Nnll venMihieden. Dann mnb wieder 
{vtKf^ Kr. 8) die Form haben 

(2) ^» = lt<:Poy' + iPv- öl) y) Ci'oy' + (Pi - ««)y) 

^ y" + Pi2/' + h'Ji 

und ee mnlB infolge Ton (1) 

(S) P,P.«P,P.-2äV 

8Mn. Ich kann nun setzen 

P,-Ä»P,+ ^„ 

wo ^1 — q^y' + q^y und 7., i/' + ry ist. 
Dann wird f3): 

P,ii,P. + P. Vi - Ai'.P. + <^iP, - ^JPö'y, 

folglich 

(4) P,«» + 2p;y-5,P„ 

wo .S^, = s^^y' + Si?/, und: 

(5) P,ii» + -8i-Ä|P, + «»-P,. 

1) Der Index beseiehaei wieder die Ordnniig de« DiffiarentialaiiidnickeB. 
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Nun ist 

A Qx ^ tfoy'" + (2 Ja + 2i + Pi(?o)y" + + '^Ü + + «i) + l^äo)y ' 

Ä|P, - i^i^o'y = «by" + CsoP, + «i)!/" + MVx + V.) + h^dy' 

Aiu (4) folgt dahflor: 

(•) 0>)«i-2f; + «„ 

(c) fleW + «.^ - Ä + aUo - - ^ + c, 

Ferner ergiebt Gieicliuiig (5): 

(•) »»;-2r', alBor-^ + c', 

(f) W-»^" + ^'-' + 2ff;-^ + ^-^ + 2a;, 

•Iw + 4 + + 

Setzt man iu (d) für //, , ""^^ Ableitungen die Werte aus (C) 
und (f) ein, so heben sich alle enthaltenden Glieder fort, und man 
erhält: ^>f 

i + «?o?o' + - 2/»J - 0, d. k 

(6) ql + Hl + -l'itfo - 4po + =- 0. 

Endlich folgt ans (f) unter Berfioknehtigaog der Werte von 1^ und 
(TergL Nr. 8): 

Cf Cf nnd <^ bedentan wfllkfirlidie KonstaatoL 

Ans den Okioihiuigen (6) und (7) folgt nu^Usluit, daft, wenn 
enie (von Null yerschiedene) Eonateiite is^ aneh eine Konstante sein 
Urals und umgekehrt Wir haben daher: 

Fttü II: Po «no von Noll Tersehiedene Konstante. 

DaDB folgt ans (8): 
(8*) PfP, - P.P., 

nnd in P, — BjP, + (^j = g«y' + q^if) ist nach Obigem aneh gb ^ 
Kcttstaate. Daher lassen sieh nach Nr. 8 P| nnd Pg nnd daher aneh 
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und P5 in linean mit «iwndar TertenaelilMre DifiSeiraiitialaiudrfteke 
«rster Ordnong aeriegeo. 

Faü ni: eine Fooktion tob m. 
In diMem Falle handelt ea aich um die Iniegntion dar beidan aimnl- 
tanan Diihnmtialc^ahungan 

(6) % + 6gJ + 4q3o - 4p„ + c, * 0, 

Zu diaaam Zwadbe fiMaan wir 9« ala Funktion von auf: 

Qi^r^pi, i -rdOA +r(A)A V) 

dann wird (6) nnd (7): 

(6») r(ft>'o + r wpo * + + 4«i/-(A) - 4ä + <i - 0, 

p" /P'\* (to, — 0).)* 

Die Integration Ton (7*) ergialit (da pö i ''^)* 

(8) 11, » - (iDj + 2(^j,o + 4ci j»i + 8jIo9Cp«) - 0, 
und die Düferantiation von (8) nach #: 

(9) i>ö + + 4c,Po + 49JO0) + 4/)o9'U'o) - 0. 
Andererseits folgt aus (6*): 

(10) + &rl*fl^*^^'M±•9:^ + öojp _ 0. 

V / ^0 • V (Po) V (/V) " 

Die Identifikation Ton (9) nnd (10) fOhrt aunächst an der Gleidrang 

v'^M - 0, 

also 

die Beatinmrang der Konalantai eigiebt dann 



1) Die Aooente bedeuten die AUettnagMi nadi dem AigiimeBt, also 
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während y eme Imeare Funktion von Cj, und ^ ist.^) Wir haben 
also folgende Ausdrücke für Pg laid P5: 

A =Äf ' + ASr» = ASf' + Ä| - jf' + ry; 

Po t5< eine doppdiperiodiathe FunkUon (oder eine ihrer Ausartungenjf 
definiert durch die Gleidiwig 

femar isi 

Cj. G},. Og, c, c' sind wiBkürüdte Konstanten, jg^ eine wiBhürlieite 

eindeutif/r Fimliion irm 2. 

Das Proljlem der Vertausch barkeit von Pj und Pß erledigt sich 
jetzt leicht durch die allgemeine Bemerkung am Schlüsse der Nr. 3. 
Sekefc man nämlidbi 

■0 folgt aus 

P.P. = PeP, 

weh P^P.-^P.P,, 

wodurch das in Rede stehende Problem auf das oben behandelte 
zunickgeführt ist P^ kann sieh natflrludk auch anf sumd Differential- 



1) Es iat allerdinga zu bemerken, dalä die« nicht notwendig die allgemeinste 
LOmiBg des FtoUsnis ist Tiebnshr lesoltiert duxdi EUmiaatiQD Ton ji^ und 

ans d«n OMdmagSB (8), (•) nd (10) flir die DüSmnlialgleielniiig dritter 
Ordnmig 

Die obige Löhud^ «p = ^ + J^o + y >«t ein Partikularintegral dieser Differential- 
gleichung. Es wäre nun zu untersuchen, ob diese Diü'erentialgleichung noch 
andere Integrale tp beutet (weldie er. tnuinendento vnd mebideutige Fonktioimi 
von sein kOnnen) derart, dab sowohl die durch die Difforeotialg^flieliimg (8) 
definierte Funktion p„ als auch 9o = f'iPn) »ffd^tigf Funktionen von r werden. 
Diese Untersuchung, welche betrilcbtliche Schwierigkeiten darzubieten scheint, 
behalte ich mir fBr eina sj^tere Gelegenheit vor. 
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ausdruck niedrigerer als ö. Ordnimg oder auf einen Differentialausdruck 
Yon besonderer Art reduzieren; ist z. B. 

wo die «1 Konstanten bedeuten, eo bi( P« die Foim: 

P, ^ (P, - a,y) (P, - (P, - «.y),») 

wo die Wurzeln der Gleichung 

«{■ + q«* + <^a + •» 0 

Bind. 

Es erübrigt wohl, alle Spezialfälle aufeurählen, die hier auftreten 
können. 

ChMlottenbarg, den 18. Min 1902. 



Anszttge «os drei Briefen Steiners an JacobL 

Mitgeteilt von E. Jahnke in Berlin.*) 
L 

Sire! 

Moxgen reise ich auf 2 Monate nach der Schweix ab, kenn also 

nicht 80 ansfilhrlich schreiben, wie ich mir firflher rorgenommen hatte. 
Auch hatte ich seit Ostern natürlicherweise wenig Zeit, weil ich be- 
kanntlich !Uif t'inmal nnr eine Sache zw treiben vemiag. Indessen 
schmeichle ich mir, Sire, deshalb nicht in Ungnade j^efallen zu sein, 
(lafs ich, anstatt mit kriechenden Worten, mit einer kleinen That (so 
gering dieselbe auch befunden werden möchte) zu danken mich ver- 

1) Vergl. den SchloTi von Nr. 2. 

2) Diese Briefe haln' iVh /uf^leich mit einer Rfiho anderer, wflrhe von Anger, 
Arago, Borcbardt, Diricblet, Fuis, Sophie Qermain, Uanscn, Humboldt, Lame, 
Lerorrier, LioavUle, Kanimer, Richeloi, S^nnMlier m Jeooln gsfkihtet find, nebil 
«insr Bingebe, wdcihe JaeoU im hdunm» leinM Fnondse bsi dem damaligen 

StaatsminiRter v. Eichhorn eingereicht hat, kfirelirh von dar Tochter .Tacohis, 
Fräulein Margaret« Jacobi in Cannstadt, erhalten, welcher ich auch an dieser 
Stelle fBr ihr liebenswürdiges Entgegenkommen den verbindlichsten Dank aas- 
qpvedie. 

Die drei Steiner -Briefe aus den Jahren 18.3.1, 1845 in Verbindung mit 
JacobiR Eingabe aus dem Jahn' IHlfi bieten ein ganz besonderes Interesse; geben 
sie doch eine wertvolle Unterlage zur Beurteilung des VerhältnisseB zwischen 
Steiner und Jacobi, worflbor noeh mamiiglkdi irrige MeianBgea mbrsitek sind. 
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inaffl, indem dieia fielleiehi eher AUerhöehstihrem Befehl Tom . . . ent» 
sprechen, dttifto. (Das angesogene Beeeript enthält übrigens mehrere 
Behauptungen und Forderungen, gvgen welche ich mir spater triftige 

Einwendungen zu erheben erlauben werde.) 

Durch Deinen Dr. hast Du Dich unter den Kiii\v«»hnem Berlins sehr 
populär (. . .) f^emacht; alle blickten über mich hinweg, hinaus nach 
dem, der solches an mir gethan, des Erkimdigeus war kein Ende-, daher 
schreibe ein Drittel meines Dankes aui' Deine eigene Rechnung. Oder 
heeteht die CbSbe und che Glttok einei IfenMhen (tiire de gloire) nidtt 
in der Se6leii-(oder Körper -)Za]il Anderw, weldie er Teraalabt, Ihm 
zu danken?! Der Fke£ iet aber keine Folge des Dr., wie Dn leicht 
^bnben kdnnteet^ sondern beide wurden mir hei gleichseitig verktlndigt. 
Der arme Jakob hat jetst Mflhe, sich und diese beizten mit seinen 
700 »fi anständig oder StandeagenüUs zu erhalten. Er ist nicht 
stolz auf dieselben, aber seiner ungerechten nächsten Vorgesetzten 
wegen waren sie ihm höchst willkommen, und deshalb dankt er 
sehr tief! 

Die Sache, auf welche ich im vorigen Briefe anspielte, hat sich 
entschieden, Lechmütz hat die Stelle behalten. Die polytechnische 
Schule ist noch immer unentschlossen. Wenn du einmal irgend etwas 
Angewandtes machst, so beehre doch den Major y. Badowitz damt^ 
er hat Oben groftm Einflnü^ hat beispiellos yid Komtnisse und weib 
ungeheoer an schwataen. „Er kennt besonders die franzOsisdie Mathe- 
matik^, sagte mir Se. ESmc^ Hoheii Die geonL Gestalten ftthrten 
mich kür/lull zur Tafel des letzteren. 

Scherk geht nach Kiel mit 1200«/^; Halle ist also ledig?!... 

Verzeih, o Rex! dieses leichtfertige Schreiben, ich weifs fast nicht, 
was ich thue, die Zeit ist zu Knde — das Lineal — fort — adieu! 

Berlin, 14. Jiüi 1838. . , . 

' Jakob. 

n. 

AUwdurchlanchtigster, Groismächtigster König, 
AUergnädigster £ön^ und Herrl 

Sire, in tieftter Unterthinigkeit naht sich die syntbetische Geometrie 
den Stufen Hödistdero erhabsnen Thrones^ um in demüthigster Ehrfurcht 
ihr Sehärflsin an den neaaten Entdeekongen der allgewaltigen Analjsis 
niederzulegen. 

Ew. Majestät wollen es aber auch nicht imgnädig vermerken, wenn 
ich mich unterthänigst unterfange, you der Anziehuug des EUipsoids 
zu sprechen! 
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Ich seh', o Rex^ Deineii gnSdigen Blick, der von Mitleid, Ver» 
achtting und Xeutrier gemischt, mir sa reden gebeut. Wohlen deniiy 

ich erdreiste micb zu reden. 

Daa wahre Wesen besagter Eutdeckuug hat seinen natürliclien Grundf 
meine« Erachtens, in folgendem^) 

- Zjßnww. 

„(Jehen aus irgend einem Punkt« P zwei Tangenten PA, PB an 
eine Ellipse, und man hälftet ihren Winkel durch die Grade PQ, 
welche die Harmonische AB von P in ^ trifft, und zieht dnrch Q 
irgend eine Sdme CD: 90 itt äUenHÜ WiM CPQ - DP^. 

Denn: Ist PR der 4 hannomiche BMtl m FB, FQ, PA, so 
ist er »nf PQ senkreoht (s. Oeom. des LlneaIS| S. 8. §8, IV.); mithin 
sind sowohl B, Q, A und üC als 6, Q, a ond P vier harmonische 
Punkte, und folglich ist PIt die Harmonische des Punkts Q. Dem- 
nach sind auch D, Q, C, E haimonisoh und daher audi P2), PQ, PC, 
PE\ und da PE und PQ zueinander rechtwinklig sind, so müssen 
sie folglich die von PD und PE eingeschlossenen Winkel hälften 
(s. ebendaselbst). — Hierauf gründet sich nunmehr das folgende 

Theorem. 

„Eine unendlich dünne ellipsoidische Schale zieht einen aul'serhalb 
derselben liegenden Punkt P nach der Richtung der Axe PQ des 
Berührungskegels ari." Denn ist der Satz richtig, wie ich angenommen 
halip, dapR ein iimerhalb der Schale liegender Punkt, wie etwa Q, da- 
durch lu Ruhe bleibt, dai's sich je zwei gegenüberliegende Elemente 
(Atome), wie etwa C und D, aufheben, su folgt daraus leicht der TOr 
steheiide Sats. Ißmlieh ee an PQ die Axe des Kegels und AB die 
^erflhrongiebeme^ so TeAalton sich zufolge meiner Annahme die Elemente 
{C)'.{D)^qB^iQ(?, und da nifblge Lemma: QD:QC~PD:PC 
(weü Winkel DPQ - CPQ), so ist auch (C) : (D) - PD» : PC", wo- 
raus folgt, dafs für zwei Elemente (C), (D), welche in Bezug auf den 
Punkt Q, in welchem die Axe die Berilhrungsebene trifft, einander 
gegenüber stehen, die Richtung der Besultante in die Axe PQ fallt; 
w. z. b. w. 



1} Dieses Lemma, lowie das nachatehende Theorem nebit den Schlofs- 
fblgsnungim findet sidi io der Nofeis: IMouMistration gtemdlriqQe dHin thteteie 
relatif i rattractinn (Vunf r<mchf' cllipsoTdique sur un point exterieur, welche im 
Jooinal far Math 1:! 1 il— 148 — Oes. Werke 8, 8 — ö abgedruckt ist und das 
Datum Januar l»43 trägt. 
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Ist meine Yorauasetziuig riohti|^ ao gib mir doch, nach ehemaliger 
Weise, einige Andeutungen, wie man mittelst des unendlich Kleinen 
den Satz beweisen kann. (Wie hat ihn Mac-Lanrin für das Sphäroid 
bewiesen?) Ich werde sodami den geometrischen Beweis, vom hiesigen 
Vicekönig ius Französische übersetzt, im Journal bekamit raachen, 
und dabei zugleich bemerken, dals Ew. Majestät bereits vor 1 Jahr 
in emem Schreiben an Eugene jeuen schönen Satz angezeigt haben, 
und somit früher im Besitze desselben gewesen sind, als Poissou, der 
fliB kflniieh in «uum Mimmn d«r AkadinniM Toilegto. Jife Dir dies 
letitoreMdMin bekannt? — In dar YonnHeiBanc^ dals meine obige Annalune 
kein Unainn eei, bemo^ ich femeor: Jede dnreh den Ponkt Q gehende 
Ebene aohneidel die elliptoidiaeha Schaala in 2 Thailen welche denPonktP 
gleich stark anziehen; so zieht also z. B. der TOn P aas sichtbare Theil 
derselben, ACB, eben so stark als der hintere ▼erdeoktc Theil ADB. 
Der Schnitt, welchen jede solche Ebene mit der Schaale bildet, wie 
etwa CDj ist die Basis eines Kegels P, welcher allemal zur Axe 
hat; u. 8. w. Beim ViAlen Ellipsoid zieht ähnlicherweise derjenige 
Theil, welcher durch ein zweites Ellipsoid, das dem gegebenen ^ und 
~ liegend, und den Punkt P zum Mittelpunkt hat, und durch die Be- 
rfihnmgscurve AB, sowie durch den Mittelpunkt des gegebenen 
SU^Moida gehi^ von dieaem ktatoEen abgeschnitten wird, den Ponkt P 
ebenso stark an als der fllnige TheiL 

Dia Ton Dir gefandeoe Eigensefaid^ dab alle BerfUirangal»gel ans 
einem Pimkt P an eine Schaar kon&kaler TOMpamda einedei Anhaen 
haben, habe ich sehr bewundert, aber leider bis jetzt noch nicht selbst 
bewiesen. Ebenso weiJa ich mit Ivorys Satz, den Du mir mittheiltest, 
nichts anzufangen. Die von Dir angeführten speziellen Fälle, betreffend 
den Ort des Scheitels des ^aden Kegels, welcher durcli einen gegebenen 
Kegelschnitt geht, zeigen, dafs Du doch nicht alles behalten hast, was 
Dir weiland mitgetheilt worden; denn die8e]])en finden aich schon in 
Unserem groiaen Archiv von deu Jahren 1824 und liS^f) aufgezeichnet, 
und wurden nur deshalb nicht bekannt gemacht, weil sie später in den 
Annalea und in der Goirecq|Mmd. Fhya. et Math&n. (Brüssel) angetroffen 
wnrden. loh &nd sie das erstemal im Znsammenhang mit den ^taen 
Journal Bd. L S. 48 und Bd. n. S. 192. In Bemg auf Danen Sata 
Teij^ JrLBd.LS.47. Dafs der Kegel durch 2 rechtwinklige Eoordinatn- 
systeme eine Schaar solcher Systeme enthalt, war mir genau bekannt^ 
und ist solches durch die Bemerkung: „Dieser Satz ist ein besonderer 
Fall eines umfassenderen Satzes'' angedeutet. Die Tollstandige Auf> 
klarong hierüber nächstens an einem anderen Orte. 

Wo hat denn „Möbius die Kegelschnitte, welche 3 Punkte ge- 
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mein haben, mit Geraden yergUdien'', wie Du behaopM? — Poncelet 
habe icb wahrlich mehr genutzt als ii^nd jemand, mid dab ich ihn 
nicht so oft citirt, ala da ea wflnschest, ist amne and dea Pdbda 
Schuld, denn dieser iat ohne dies geneigt, alles was er von mir ge- 
lernt^ ihm zuzuschrpihen, und er sf'l}>st hat mich bisher giinzlich ignorirt. 

Warum ist mir über <lie ,.yciimrtrischen KoHstrukt tonen' n<u-h k»'iu 
Gutachten zu Teil geworden'? Sind sie vielleicht unter aller Würde 
und Kritik? Ich müfste dies glauben, tünden sie nicht gerade nach 
Königsberg den meisten Absatz. Desgleichen die „geometrischen Ge- 
abilttti.'' Im flbrigen Dentadilaad wiU man noch wenig davon wiaaen. 
Hier werden die „Gestalten^ vom Prinaen August ond vom General 
Valentin i bei den Militirachiilen nnteratatat. — Es fdilt noch immer 
eine grflndliehe Beoenaion. Ibg immerhin der grobe Mann, im Be- 
wulktaein seiner Kraft, eich gekränkt fllhlen — ich halt'a flir eitle 
Empfindlichkeit — und wiederhole eH, dafH /u einer grttndlichen 
Recenaion mindestens Ein Momt Zeit erforderlich ist. Denn aus der 
Becension möchte ich ja eben erst erfahren, „icas ich cigmtlich gcthan 
und was ich noch zu fhnn habe:' Minding war der Sache nicht ge- 
wachsen, er wiederkäute und lobhudelte nur. Gaufs versprach mir 
eine Anzeige zu machen, wenn er erst dazu käme, es zu lesen — traun, 
kannst noch lange warten! Gergonne, an dem ich meinen') Legendre 
an haben hoffte, hat anf keine Weise gemuxt, mir nicht mnmal ge* 
antwortet I>ie Paiiaer Akademie hat Sararj beauftragt, Bericht an 
mtattan — aber er UUkt'a bleiben. Scherk gelobte au reoensieren, 
mid siehe da er lauft mir drraa. Da der Yedieger nioht fortsetaen 
will, bis er sich überzeugt, dafs die Kosten gedeckt werden, so habe 
ich auch noch nioht Hand an den zweiten Theil gelegt. Welch' ein 
trauriges Loos, sein Leben an ein Werk gesetzt zu haben, das nicht 
zu Stande kommen kami, oder wenn es fertig ist, kaum beachtet (wohl 
aber benutzt) wird! Hätte ich mich um Mehreres bekümmert, so 
konnte ich nach Halle gehen, statt Plücker, Schulz forderte mich 
mündlich dazu auf. Jetzt steht mir die ordentliche Professur für 
Mathem. bei der neu zu errichtenden Universität iu Bern, zufolge 
mündlicher und sehiifUidier Znaicherung, offen; allein meine Un- 
solSni^ehkeit madfait mir Bedenken aie aninnehme% obsehon gar kein 
Latein Tcdangt wird. Ich hätte jahrelang Yeraänmtes mflhaam und 
achwer nachsuholen, bliebe darin tat trauriger StOmper und J^fkudusr, 
verlSre die geometiiache Sdiwungkiaf^ yeigälae die fSäat unermefelidim 



I i .\n8pidung »ttf die kitfUge FOxdenmg Jaoobis diuch die wumie Fflr- 
■pracbo Legeudrei. Die Ked. 
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geometmefaen Resultate, und mflfste irgerlich siuelieii, wie sich die 
Gleisner damit schmücken und brüsten. Indessen mufs si« Ii tueine 
Lage jedenfalls auf die eine oder andere Weise andern; ich habe dels- 
halb das Ministerium emstlich angegangen, mich mit Beibehaltung 
meines bisherigen (iehalts als aufserordentlichen Professor an die 
hiesige üniversität /u versetzen, jedoch mit wenig Hoffnung auf günstigen 
Erfolg, wenngleich mein Gesuch von Köuigl. Hoheit, Humb. Excellenzen 
und Grelle eifrigst unterstützt, und von Schulz augeratheu worden; 
der Geist wfira willi|^ aber das Geld iit knapp (zu Sineonran). 

ScUigt allea Üahl, dann bin ifib Terloran, dann benükihtigt sieh 
meiner Yetsweiflnng imd muwwlgaeiilicha Ifalia. Wie soll ieh — bei 
30 wSehMitiidiein Unterridbtattimden und der damit Terbondenen atarkan 
Portion Schulärger — meine Entwickelnugen vollenden, wie die an- 
dringlichen Gleisner durch gediegene Untersuchungen niederschmettern? 
Aber auch beim guten Erfolg meines Gesuchs mufs ich die Sprache 
der MiUsigaing, welche ich in der Vorrede des ersten Theils zu beobachten 
mich bemühte, verlassen; . . . Ehen so, wie 1824 den Satz über die 
Brenulinien des Hyperboloids, habe ich auch die Sätze über die ( 'orrelations- 
sjsteme (ehemals: Projection gauche; Magnus mitgetheilt, im J. 1828, 
er qiielte darauf dieselbe RoUa wie damals, gab yor, er hätte nun 
fdftmt aUgemekt^f Beanltaie gafimdem, „wäre nur m faul, sie hdeamU m» 
maeheuff worauf ieh bedenUich ibm aeina böae Abalöht vorluelfc und 
die Bekaantaehaft endigte. Aneh die Eonstniktioneiiy wie bei collinear- 
Terwandten Systemen u. s. w. entapreobende Elemente gefanden werden, 
habe ich ihm wörtlich mitgetheilt nebst andern Eleini^caiten. Welehe 
. . . Verstellung nimmt er jetzt an! Ich hätte nur ein paar spezielle 
Eigenscliutteii liinzugefügt. Trotzdem ich an 2 oder 3 Stellen § 59, 
wie z. B. S. 2i»3, ausdrücklich sage: ,,Dals diese Eigenschaften durchaus 
keine räumlichen seien", nennt er sie ,,(/ätizlich niifsluHf/m^'. Aber er 
hat recht gethan, denn das Publikum liest nicht nach. Und dafs 
Ew. Mi^estät von demselben § im gestrengen Handschreiben gesagt 
haben, er aei j^wonderachön", bleibt nnbekanni. Wer ist E5nig?! Wo 
iat Dein Aaadieo, Bexl wenn man so Deine Anaapifidie nngeatraft öffenfe- 
lieh iKateni darfl Daan sind die Hauptaaoban jenes § in der That 
wondariwr, nnd dnreh keine nnbeai CoeffideHieH od«r im^^ehe Nemter 
in dem Umfange nnd so schön wiederzu^rehen! — Doch pafs auf, wie 
ieh ihn nächstens remiehten werde. Jenes Hyperboloid mufs jetzt anch 
noch nachträglich in Erinnerung gebracht werden: ebenso der Satz von 
Dir, den er durch mich erhalten nnd im lournul hat abdrucken lassen; 
in welchem Bande steht er? Natürliclierweise werde ich Dich dabei 
nicht nennen, wenn es Dur unlieb ist. Mein Vorhaben ist nämlicli 

AnUv Sat MMmmMk w»A »fiik. m. Balte. 17. 18 
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folgendee: In emeat Broschüre von 10 — 12 Bogen (betitelt: ,,Aufklärung 
einiger merkw. geoni. Eigenschaften") die wichtigsten Resultate, welche 
den folgenden Tin ihm meines Werks angehören, kurz zu entwickeln 
und anzudeuten, um dadurch . . IM (Icker und Magnus in ihre ge- 
hörigen Schranken zurückzuweisen. Bin icli nun auch ül)i r/.eugt, dafs 
diese Resultate an Allgemeinheit und lichtvollem Auischiurs über den 
inneren Zusammenhang der EigenBchaften, alles was jene beiden . . . bis- 
her mir und Andon abgeselieii liaben, weit flberlreffeii: so iet es dennoch 
für mieh ein gewagtes Spiel, weil aie dann meine nenen Ideen sdmeU 
benntim, «ertMeikf «rweitem, was durch ihre treflliehen firaniösischea 
Hilfsmittd sehr leicht ist, und dabei in Gemeinschaft Aber mich los- 
ziehen können, ohne dafs ein gerechter Richter mir Beistand verleiht 
Das Publicom hat nicht Zeit, sich in diesen gesteigerten geometrischen 
Wust hineinzuarbeiten, und kann daher nicht urtheilen. wer Rocht hat. 
Zudem ist dem heutigen Zeitgeist die analytische Methode zugänglicher, 
als die synthetische. So niui's denn der letzte Geometer das Opter 
jener eriindungslosen Analytiker werden! 

Ein Trost wäre es für mich, wenn ich auf eine Beurtheilimg hoffen 
dürfte, wdche nadiweis^ war dpM eigentliehe Wesen in der Geometrie 
gefordert» wer, um demselben auf die Spur sa kommen, mit onslgiicher 
Mflhe danach stechte^ ttbersll „^iie Uümmim Omum kkUar ädi mriidt- 
mdassenf*"* vaaA wenn ein bsschfltsender itttsxlkher Held ansrasprechen 
wi^e: dafs ein solches Streben Ernst und Gewissenhaftigkeit bezeuge, 
vad dals di« synthetische Betrachtungsweise mehr persönlichen Scharf- 
sinn und Ausdauer erfordere, und dais sie zur Erfindung von neuen 
wesentllrlicn Eigenschaften fast allemal den Weg bereitet habe. 

DalH Du Dich nicht gern zw meinem Beschützer hergeben wirst, 
begreife ich wohl, aber Du kannst vielleicht einen Deiner Jünger an- 
feuern, und ihm mit Deiner eminenten üelehi-sanikeit und einem paar 
zemiafanenden Phrasen beistehen. Ich kann nicht unterlassen, mir mit 
der Hoflhiuig sa schmeiGhehi, dab Dich TD eine Resultate rtthren werden. 
£inige werde ich sogar nadi der Bobillierschen Methode (Annales, 
tom. XVlll, p. 25, . . .) analytisch beweisen, um andi hierdurdi 
die Erfindungsloeii^eit nnd Gharlatanerie meiner Gegner zu erhärten. 
Es betrifft dies nämlich das Gesetz (welches Du bereits im J. 1829 in 
der Rofsmarienstrafae beweisen solltest, und welches der Zorn mich 
jetzt selbst beweisen lehrte ): „Dafs alle netzgewebeartigen Eigenschaften, 
welche von Geraden und Punkten gelten (proj. Eigenschaften), ähnlicher- 
weise l>ei Curven Gerades und Classe stattfinden." (Desgl. bei 
Flächen Grades wie bei Ebenen.) Z. B, schneiden sich drei Kegel- 
schnitte Uf h, c (durch Gerade voi^estellt) in 4 Punkten Ä und die 
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drei Kegels, a, d, ^ in 4 Punkten By so liegen sowohl die 2 mal 4 Punkte 
C und D, als E und ab F und ^r, als /v und G in einem Kegel« 
schnitt, und sodann liegen die V2 Funkte ß, a und y aüemal in einem 
einzigen Kcqels. u. s. w. ins UihmkUIcIu', «rorado so, wie bei Gfirndon. 
Ebenso lassen sich alle Porismeu Uber Polygone u. s. w. traveetireu, 
desgl. die Correla- 
tiomsysteme , und 
zwar fEtr Curren 
M*^ Grades und «*" 
Claase. Wobldbtd» 
Hagnai mit Miner 
schlau - trflgerieclien 
Befleodon Aber die 
Nenner ! ? Zudem 
hat freilich Möbius 
dif'ses Gesetz dunkel, 
vielleicht blinder- 
weise, ausgesprochen, aber doch ohne die geringste Andeutung seiner 
eigentlichen Natur. Da die Ausführung dieses Gesetzes der analj- 
tiadun MeÜiode zngänglichir ist, ak der synÜirtiBidMB, so duf iek 
ukich auf jenem Wege nieht m weit hineinlassen, sondern will die 
An^Uurong gern den Analysten flberlaesen, abw sie sollen nur nicht 
Tomehm gegen mich Ukon, scmdem mein geri]^pes Verdienst am die 
Sache ehrlidi anerkennen. 

Eugene und Dove lassen Dich grOlsen; jener läfst Dir sagen, 
dafs nächstens ein Auszug seiner Abhandlung im Jonmal erscheine. . . . 

Nichts für ungut! sollte auch mein langwionger Brief Dich in 
Deinem Winterschlaf beunruhigen. 

Nun adieu Kei! Glück im neuen Jahr! Der Herr lasse sein 
Antlitz über dem Deinigen leuchten und segne Dein Haus! Amen. 

Dein treuer 

Jakob. 

ÜL 



Berlin, den 31. Dec 1883. 



. . . Zur Vollendung eines Satses^ bestehend ans saUreichen piqnanten 
Besonderheiten, wire es sehr wOnsehenswerth, dab folgende Eigenschaft 
stattfinde: 

„Dab bei einem Hyperboloid (ITi oder i^, wenn dessen Halbachsen 

der Bedingung genügen -)- ~ , dann die Fofspnnkte der aus dem 

Mittelpunkt auf die Flächen eines Quadrupels Uf X, X, Z gefällten 

18» 
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Perpendikel in einer Ehene Hegen." ; I) h l^, X, Y, Z sind die Flachen 
eines Tetmeders, bestimmt durck ein Quadrupel von 4 sich co^jngirten 
Polen M, X, y, z.') 

In Rom war von Hornpunkten der FliUhou <lie Hede, es hiefs, 
eine f\ könne nur 1 Hornpunkt haben. Im allgemeinen ist es richtig. 
Aber nun kommt mir eine /, mit 4 Hompunkten vor, sie gdii dmeb 
die 6 Kuitai dei dnreh die 4 Punkte bestimmUii Tetmeden, was die 
Sache ohne Widerspruch möglich macht Vielleicht ist diese /g identisch 
mit deijenigen, „welche der Ort des Punktes P ist, aus welchem 
Perpendikel anf die FÜchen eines gegebenen Tetraeders dbed gefSUiy 
die Fufspunkte in einer Ebene liegen." Denn auch diese muls ja die 
Kanten enthalten und die Ecken zu Hompunkten haben. Aber wenn 
sie dieselbe sein soll, so darf sie mit der um nhcd beHchnebenen Kugel 
aulser den Hompunkten «, h, c, d keinen andern l'unkt gemein 
haben, trotzdem Theile der /"j sich innerhalb und aulkerhalb K befinden, 
und der Schnitt von f\ und K im allgemeinen eine ist.*) 

Ich schreibe diese Zeilen nicht, um Dich zu zwingen, mich zu be- 
suchen. Habe nur offen den Mut Deiner Meinung und mache es am 
Ends nicht etwa noch wie Peter. Denn das letzte Ibl hast Dn mir 
ja schon erUftrt, wie sauer es Dir wird sn kommen* Ich schreibe 
Tag und Nacht Uber Bedprodttt, bin daher für starke Ausnshmen 
empfaogUdi: ein versäumter Besuch auf 84 Meilen gereicht mir nun 
Vorwui-f. Am Samstag fuhr ich per Droschke zu Dir, weil Du ao- 

geblieh immer zu Hause bist ich sagte^ dafs ich Dich sehr gern 

sprechen möchte. 

Mein Zustand int sehr schlimm, «gereizt, fieberhaft aufgeregt, reibe 
mich auf dureh neue Sätze — wofür mir des Teufels Dank bescheeii; — 
ohne Arzt und oiiue einen einzigen Freund. Welche Betrachtungen und 
welche iStimmuiig seit 14 Tagen über mein Schicksal und die Menschheit! 



1) Die hier von Steiner aufgeworfenou Frageu haben in „beitrüge zur 
analytiaohen Geometrie de« BaunuM, inibesondere cur Theorie der mehen dritten 

Grades mit vier Doppplpunkten , BOWie zur Lehre von den Doppelpunkten" von 
F. E. Eckardt, erschienen 1870 als Programmabhaudiung in Keicbenbach, dann 
umgearbeitet iu Math. Aua. 5, 30— öO, 1872, ihre Beantwortung gefunden. Mau 
ver|rl^<^« anch die Bretlauar InangunldiHertation von Otto Handel: Das 
räumliche Analogen eiueK Steinerschen Problems der Ebene (1877); hier sind 
ebenfalls die lieriihrten Fragen erledigt. In der Prograniniabhandhing: „Sur quel- 
ques problenies rülatifs a la suriace des ondea" ^Berlin 1870; wies E. Lampe auf 
den merkwfirdigen Umstand hin, daft die Steinersehe ROmerillehe vierter Ord- 
nung, welche die reziproke Polare der Fläche dritter Ordnung mit vier Knoten- 
punkten ist, froher behandelt worden ist als diese laicht sngftDcliohe Fliichu dritter 
Ordnung. . Die Ked. 
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Jetzt spielt in der Thut <lie Leber die Hauptrolle, die andern 
l bei sind nur noch Np])en8adie, Warum folgte irli nicht trotzig 
meinem Instinkt und ging die beiden letzten Jahre nach Kissingen; 
geh' ich nun zu grande — bo gebührt der Dank dem Hathe der be- 
rflhmieeten Ärzte. 

Zu welcher Stande ist Schönlein zu spreohen? ich mflitte hiniias- 
UHamOf oder einoi andmi ansprechen — aber wdchen? 

Lebe wohl 

Dienst. 25/3. 45. Dein 

Steiner. 

Vor 8 Tagen wurde ich 49; einsam nnd traurig refledarte ich; 
schon 700 und noch einsam« 



Solireibeii Jftcobis an den Staatsministar y. Eichhorn 
betreffend Jakob Steiner. 

Mitgeteilt von £. JABinm in Berlin. 

IIoi'hgel)iet<'nd('r Herr Staatsmiuister p. p. 

Ew. ExceUenz erlaube ich mir, einen ganz gehorsamen Antrag in 
Bezug auf den Professor an hiesiger Unirersitat Jakob Steiner vor- 
zulegen. 

Jakob Steiner, Mit<ili<(l der Herliner Akademie der Wissenschaften, 
einer der ausgezeichnetst-en Universitätslehrer und eine der originellsten 
und bedeutendsten wissenschaftlichen Persönlichheiten, ist in Utzisdorf 
im Kanton Bern geboren; drosch, saete und pflügte bis zu seinem 
19. Jahre, wie es seine Krifte erknhten nnd sein Stand als Baoer es 
mit sich hraefate, und hatte bis m diesem Alter nichts ab Lesen und 
den Katfldiismus gelemi Da trieb ihn ein unheswinglichar Wissens- 
drang «1 dem mnÜiigai Entsehluis, ohne Mittel und Empfiwhlnngen su 
dem ehnrfirdigen Pestalozzi zu gehen, der ihn mit gutmüthigem Edel- 
sinn unentgeltlich in seine Anstalt aufnahm und ihn im Schreiben, 
Rechnen und den Anfangsgründen der Mathematik unterrichtete. Nach 
dem interessanten Zeugnii's Pestalozzis „zeigte er dort bald vorzügliche 
Talente fiir Mathematik imd bahnte sich mit eisernem Fleifse («inen 
Weg zur Selbstbilduug für dieses Fach", und bereits naoli cuulcrtliaU) 
•lahreu konnte er an der Anstalt selbst als Lehrer fungiren. Die in 
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der Pestalozziachen Anstalt lu Ausübung gebrachte Metbode, die 
mathematischen Wahrheiten ahi Gegenstand freier Anschauung zn 
belumdehi; ergriff seine lebhafte Fhantaaie, und sdion damab atnMa er 
in diu jedeemaligen Gegeoslande aeiner Forselrang bis an dem Omnd- 
gedanken Tonnidringen, Ton dem aus sioh die Sache wie too selber 
ent&lten und ihre wahre Syntheeia erhalten werden könnte. 

Bei dieser Biehtong in die Tiefe nnd auf das Game fHUte Steiner 
bald den Mangel, an dem die Pestalosiische Anstalt unterging; die 
Freude an der Methode hatte vergessen lassen, dafs der wissenschaftliche 
Stoff fehlte. In der Hoffnung, einen solchen in reichster Fülle über- 
liefert zu pihalten, wandte aicb Steiner nach 4* - jährigem Aufenthalte 
bei Pestalozzi nach Heidelberg und von da i. J. 1821 nach Berlin. 
Aber der mathematische UniversitiUsunterricht war noch damals in 
h(")ohst Ijetrübter Verfassung, wenig geeignet seine Hoffnungen zu er- 
füiltiu, uud so faud er sich ganz seinem eigenen Genius überlassen, der 
ihn glücklicher W^se mit Sjeherbait an einem mhmTollen Ziele fQhrte. 

Bei dem Mangel an wissenschalUiohen Hülftmitteihi konnte es nicht 
fehlen, dab die ersten Resnltate Ton Steiners Fotschnngen mit bereits 
bekannten ausanimentrafen. Er hatte das ganxe in alter nnd neuer Zeit 
aa%efBhrte Oebftnde der synthetisdien Geometrie ans eigner &aft sn 
reproduziren; aber bald gif^ er Ober die bekannten Grenzen hinaus, 
nnd erst als er fiberzeugt war, wirklich neues zn gaben, tnt er damit 
an die Öffentlichkeit. Bereits seine ersten PubUkazionen machten grofses 
Aufsehn: sie gingen sogleich übersetzt in die franz. mathem. Zeitschriften 
über uud trugeu wesentlich dazu bei, den Ruf des eben (im J. 182G) 
gestifteten Crelleschen matheiuatischen JournalH zu ])egründeu, in 
welchem sie erschienen. In seinem 1882 i)ublizirten Buche „Syste- 
matische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 
einander'' war er bonflht, von wenigen iftumlichfln Eigenschaften ans 
nach einmn einfechen Sdiematismns Uber das saue Heer auseinander 

seine besondere Stellung im Ya-haltnife in den übrigen ansuweiaen, in das 
frohere Chaos Onlnung sn brii^^ alle TheUe naturgemärs ineinander- 
greifen und sich zu wohlbegranzten Gruppen vereinigen zu lassen. 
Indem er so den Organismas aufdeckte, durch welchen die verschieden- 

artigsten Erscheinungen in der Raum weit miteinander verbunden sind, 
hat er nicht blofs <lie geometrische Synthese gefördert, sondern auch 
für alle anderen Zweige der Mathematik ein Muster einer vollkommneu 
Methode und Durchführung aufgestellt. 

Während dieser ersten Arbeiten hat Steiner hier in Berlin seine 
Eziatoii nur mtOissm dnroh PriTatatunden fiMsn kSnnan, \^ er sulelrt 
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einen sicheren Unterhalt durch eine Lehrerstelle au der Klödeuächen 
Gewerbschnle erhieli So kotlfatm Kiifte nnüiten aber ganz der 
Wiaaeneeliaft erluJtea werden. Auf eine an Bw. EiceUenz «eeligeii 
Yoi^^Biiger, Hr. t. Altenatein, toh mir gerichtete Vorstellung wurde 
Steiner mit dem Belab seinee an der Schale ben^enen Gehaltes 
ran. 700 ala anlberordentlieher ProfiMMor an die BeoiHner üniTerntit 
Tereetzt. 

Der besondere Bildungsgang Steiners, die da^Uirch herbeigeführte 
Oombination einer aasgezeichneten pädagoirjschen Methode mit dem 
Vollgehalte der Wissenschaft, sein lobend igpr und begeisternder Vor- 
trag, befähigten ihn vorzilglich, Ticbrer der Mathematik heranzubilden, 
und so hat er in einer lüngern Reihe von Jahren seegensreich als 
Universitätslehrer gewirkt. Fortwährend hat er dabei durch zahlreiche, 
hier und in Frankreich publizirte Arbeiten das Gebiet der synthetischen 
Geometrie mit neuen Entdeckungen erweitert, und seine Methoden und 
mit ihnen seinen Bnf immer weiter ansgehreitei Als ich nach Rom 
kam, haä ich seine Arbeiten in das Italienische ttbersetai Ich bitte 
Ew. Excellenz den SchluDi des Berichtes hierher setsen eu dürfen, welcher 
TOT 4 Jahren der Pariser Umvers. d. Wiss. Ton ihren 8 ansgeseiehnetsfeen 
Mathematikern, den Äfr. Canchv, Sturm und Liouville, über eine um- 
jGassende Schrift Steiners vorn Gröfsim und Kleinsten abgeetattet wurde. 
„Mit gleichem Glück", heilst es, „behandelt er die zusammengesetztesten 
Aufgaben: die Verkettung der Sätze ist bei ihm so natürlich, dafs es 
oft genügt, sie blofs auszusprechen, und es unnütz wird, regelrechte 
Beweise hinzuzufügen. Wie von selber HielHen die Theoreme, eines 
ans dem anderen, so dal's man am Ende die schönen, am Schlüsse 
des Werkes zusammengestellten Sätze mit Staunen fast evident vor 
sieh Hegen sieht, die auch den gesdudEteslen Waiheimiftikein, wenn 
man aie ihnen Tom flbrigen Werke iaolirt darbSte, groliw Schwierig- 
keiten machen würden. Steiner hat TieUeicht in früheren Werken 
schwerere Probleme gel8e^ Theoreme von tnigineUerer Neuheit entdeck^ 
wie s. B. in seinen schönen Untersuchungen über die Epicydoiden; 
aber nirgends hat er einfachere, elegantere, besser verkettete Beweise 
geben k&men, und sie verdienen, unmittelbar als eine nothwendige 
Ergänzung in die geometrischen Lehrbücher aufgenommen zu werden." 
Ich füge hmzu, dafs Steiner in diesen Arbeiten theils der synthetischen 
Geometrie Gebiete aufschliefst, welche })isher nur durch andere Methoden 
zugänglich schienen, theils aber auch seine Forschungen bis zu Punkten 
ausdehnt, welche für andre Methoden vorläufig noch unerreichbar sind. 
Wie bedeutend aber auch die Ton Steiner poblisirten Arbeiten sind, 
so bOdeo sie doch nur einen Twhgltnilsmäfigg geringen Theil der 
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Beeultate, welehe «r wüiraiid eines arbeitBeiiieii Lebens in aeinni 
MMLuaeripten niedergelegt bat, imd deren Yenurbdtung er noeh be- 

abBiclitigt. 

Zu den 700 als Professor hat Steiner seit einigen Jahren nocli 
das jährliche <Jfli!ilt von 2(X) .,• als Akademiker erhalten. Aber die 
ihm verordnete i'Hege seiner Gesundheit macht eine jährlich wieder- 
kehrende, mit Reisen veiknilpfte Badekur niUhig, deren Kosten verbunden 
mit dem theuern Leben in Berlin seine Mittel übersteigen, und durch 
eine aufserordentliohe Subvention nur unvollkommen ersetzt wilrden. 
In dem Interesse der Wissenschaft erlaube ich mir daher, au Ew. 
BxeeBen« den ganz gehonamsn Antrag sa riebten: 

Ew. Excellenz wolle das üniTersitStsgehalt des Prof. Steiner hoch- 
geneigtest dnrch eine Znlage ron 800 «(9 auf 1000 erhSben. 

Die Ertheilung eines angemesHcnen Gehaltes an einen Universitäts- 
lehrer von .solcher Genialität, Wirksamkeit und Celebrität ist auch ohne 
Rücksicht auf seine Gesundheitsverhältnisse nur dem grollsartigen Schutze 
enl^rediend, wdchen durdi Ew. Exoellenz liobe Vemiittung der 
prenüriacbe Staat den Pflegern wahrer Wissenschaft angedeihen BUirt. 
Unter den gmannten ümatilnden aber habe ich es fllr meine besondeve 
Pflieht gdialten, Ew. Excellenz diesen Antrag zu nntwbreiten, welchen 
ich Ihnen dringend ans Herz lege, und für dessen hochgeneigte Gev^Uming 
die heatigm nnd kommenden Mathematiker, die yon Steiner gelernt 
haben und von ihm iMnen werden, Ihnen Dank sagen werden. 

In tiefster Ehierbietong Terharre ich 
Ew. p. p. 

untertfaiiiiger Diener 
(gez.) G. G. J. Jacob^ ord. Pr. 

Berlin, den 8. Juli 45. 
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Kegelschnitte ans der DreieckBgeometrle. 

Von J.Nbqbbbq in LütticL 

In dem G mmldreieeke ABC nennen wir Ä', B', C die Mitten der 
dm Seiten; Ä", B'\ C" die Foftpunkke der drei Höhen; A'", B'", CT" 
die Durchschnitte der eutäpicchenden Seiten der Dreiedke A**B^C"f 
ABO\ H den HShemchnitt, G den Sehwoxpaakt, 0 dm Zentrum dee 
UmkreiMe. Ferner bezeichnen ^ c die Llögen SC, CA, AB] A,B,C 
die gegenllberliegenden Winkel BAC, CBA, ABC\ m^, die 
Liagen der Schwerlinien AA\ BR, CC. 

!• Ehie Gruppe vm drei ^ek^Ugm J^fparbdtt, — Wir be- 
trachten sonächat die drei {j^cheeitigen Hyperbeln V^, V^, V^, weldie 
die Seitenpaare (AB» AO), (BC, BA\ {CA, CB) in den Eol^nnkten 
der dritten Seite berOhzen. Die Zentren F„, F^, dieser Enrren 
fcSnnen mf Teraehiedenon Wegen ermittelt werden, was sn mehreren 
11 K i-k würdigen Sätzen führt; da diese Punkte anch die Brennpunkte der 
drei Brocard sehen Parabeln sind, so sind einige hier gefundene Eigen- 
schaften wohl bekannt, werden aber neu bewiesen. 

1. Offenbar liegen die Funkte F^, jP«, F^ auf dm respekUnm 
Schwerllmrn AA\ BB', rC. 

2. Da zwei konjugiert^' Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel 
(oder ein Durehmessor und die zugehörigen Sehnen i z»i einer Asymptote 
symmetrische Richtungen haben, so sbitl die A.'^ii))i]ifotrn von parallel 
SU den HaUtiermufslinicn der Winlel ÄÄ'B, AA'(\ 

3. Aus der oben erwähnten Eigenschafb folgert man leicht, dal's 
die Winkel F^BC nnd F^AB gleich sind, so wie auch die Winkel F^CB 
und F^AC; femer, dnb die Winkel BF^C, AF^B, ÄF^C die Supple- 
mente der Winkel A, B, C nnd. Somit herUhurm dk Kreke AF^B, 
AFJO äk SeÜB Bü 

Wir bezeichnen mit Beilreis (AS) den Kreis, der durdi A nnd B 
geht und BC berührt u. s. w. Es giebt sechs solcher Kreise; bekanntlich 
treffen sich die Beikreise (A B), ( BC), (CA) in dmn einen der Brocard- 
schen Punkte, imd die drei andern in dem zweiten dieser Punkte. 
Zwei Heikreise (BÄ) und (CA.), welche zwei Seiten des Grunddreieckes 
im gemeinschaftlichen Scheitel bcriiliren, sehneiden sich noch in einem 
Eckpunkte des zweiten Broeardschen Dreiei kes, oder in dem Brenn- 
punkte einer Artztscheu Parabel. Nach dem oben gefundenen Resul- 
tate siAmiäm siik meei Beikreiaef toddte eme Seite des Grunddreieckes 
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mr gettieimchafükhen TanngemU haben, m dem Zminm einer der J9srper6eln 

^6» ^c- 

Ans denMllMii ^nkelgleieUittteii faum man auch sehlielbtn, dab 
die PunkU F^, F^, F, iKw ChffeHpunkte (iMgonale Punkte) der Edß- 
punkte des tweUen Bneardedien Dreiedcs sind. 

4 Da der Winkel SF^C ^ % - A ~ BHC yt, so gdU der Sms 

ßHC durch 

Verlängert man die Schwarlinien um A'Ai = AA', B'Bi = BB', 
C'C, = CC, 80 bekommt man die Ecken des anHkomplnueiUarm 
Dreiecks A^B^C^, dessen Seiten mit den durch A, B, C zu BC, CA, 
AB gezogenen Parallelen zusammenfallen. Voriger Satz kann dann 

so ausgesjirochen werden: 
Die den Drcieclrn A^BC, 
BiCA, C^AB umschrie- 
benen Kreise, wdclw sich 
t» S treffen, s dkt uSdsn Ms 
entsprsdtmdmSAweiUnii m 
m dm Fimkim F^ F^ F^ 
5. Iialalara Kwibo 
haben zum Dnrchmeseer 
bezw. HA,, /TT?,, HC„ 
da die Winkel HAA^, 
JIBB^, HCC, rechte 
sind. Daher der Satz: 
Die Tunkte F„, F,, 
sind die Prnjrliiimn\ des 
Eöhementrxmis auf die 
Sdiwerlinien; oder in an- 
derer F^ung: 

Der iäber HG eds Ihtrtkmssser hesthriebsns Kreis (orühoBentrofdaler 
Kreis) Mfjft die SdtweHhden in den JPWnMe» F., F^, F^ 

G. Die Punkte H nnd A*** gehören aar PotonzUnie der Kreise 
AA"A\ BCC'B"', denn aus der Betraehtong der Kreise BCB^C", 
AC'A'C B"C' A 'A' scWiefst man 

HB ' HB" - HC ' HC " - HA - HA", 

A'^'B . A^'C - A'^BT . A'^C - A*"A' • A^'A", 

Folglich ist die Balendime HA"* MnibecM m» ZmOrsden A'A md 
peM somU durdi den Punki F.. 

7. Die gleiehwinUigen Dreiecke F^BC, BAA^ geben 

F^BiF^C^ABiAC. 
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Also treffm die ApoUoni scJmi Kreise des Gruuddreiixks die ent- 
sprechenden Schu-erlhiieti in den Funkten F^, F^ 

8. Aus den Gleichheiten 

Winkel SF^Ä' - jB - BC"Ä\ CF,A' - C - OJB^'A' 

folgt, daß die Enke Ä'BCT, A'GSr <iesl m F. ed^eidm. 

9. Der Umloms ABC tveffs die Sdtwm^nien snin nreiten Male 

m Q., 

Die Punkte F^, F,,, F^ sind symmetrisch zu den Punkten Q^, Q,,, 
m Bezug auf die SeitmmiUen A', B', C : denn der Umkreis selbst ist 
symmetrisch zu den Kreisen A^BC, CA, (\AB in Bezug auf A\ B\ C. 

10. Aua den ähnlichen Dreicken F^BCf BAA^ leitet man ab: 

A'F„ = / , BF^^^, CF,, ^ :\ , 

Bezeichnen x„, y^, fi„ die absoluten baryzentriBchen Kooxdinaien dee 
Ponktee F^ (x^ + + 1)» so findet man: 

JÄBC A'A 4m«' 

JF„CA _ JF„ CA _ F^A ^ hr cob .4 

11. Es sei yz Ix^ =^ 0 die bazysantrische Gleichung von F^; 
den Wert der Konstante A bestimmt man leicht, da die Koordinaten 
des Mittelpunktes den Ableitungen yon yjF -|- kai^ gleiche Werte geben. 
Die Gleichungen von aind 

12. Der Punkt F^ füllt auf A'A selbst, in ^ oder jenseits von A, 
je nachdem der Winkel A spita, recht oder stumpf isi Im ersten 
Falle berührt der eine Zweig von F, die Seite A B und der andere A C, 
auTserhalb des Dreiecks ABC: im zweiten Falle zerfällt F„ in die 
Geraden AB, AC\ im dritten Falle berührt derselbe Zweig von F^ 
die beiden Seiten AB, AC innerhalb des Winkels BAC. 

In der VonuMsetEong A<^ nehmen wir F^A' aar y-Achse und 

die zu B C durch F^ gezogene Parallele znr ^r-Achse; dann sei jr* — y* = 
die Gleichuig toh Ana der Tangentengleiehang im Punkte B tat- 
giebt eieh - 

«'« - - F^A' • F,A, 
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Bedeutet nim 2u die Länge der Achse von F. and 0 den Winkel AÄ B, 
80 ist naeh dem sweiten Apollonisclien Satie Aber konjugierte Dmeb- 
meeser . 

Der Winkel 0 ergiebt sich aus der Gleichung: ^ABC" ^am. sin 9. 

2. Die Broeardsdun Tarahdn. — Diese Kurven sind zuerst von 
BrOCar^ untersucht worden (Memoires de l'Ac. de Montpellier, 1886). 
Einen Beitrag daeu habe ich in Mathesis, 1890, S. 166 gegeben. Eine 
von Lemoine vorgelegte Aufgab«; f'Math«>His, 1900) hat such Teranlaist^ 
das Studium derselben wieder aufzunehmen 

1. Dio Höhen AA'\ BB'\ CC" des Grunddreiecka ABC teile 
man in den Punkten a, ß, y nach demselben fveranderlichon) Verhält- 
nisse: die so entstandenen älinlichen Punktreihen mögen mit (a). (ß>), (y) 
bezeichnet werden. Dann umhüllen die Verbindongsgeraden ßy, ycCf aß 
die drei Brocardsehen Pttrabehi P^. 

Die Fteabel P. berOhrt die Träger BB", CC\ sowi« auch die 
Linien BC, VCT^ welche entsprechende Elemente Terbinden. Die 
bewefi^ehe Tangente ßf schneidet die festen Tangenten BC^ B^C m 
den Punkten a'y tt*^ weldn gleichfaUs ähnliche Ponktruhen enengen. 
Analoges gilt filr die Kurven P,,, P^. 

2. Die Geraden Aß und Ay, Ate' und Ati" sind offenbar homologe 
Elemente der ungleich wendig ahnlichen Dreierko ABB" und ACC", 
ABC und AB"C"; folglich sind sie symmetrisch zu der Winkel- 
halbierenden ,1 T. Solche Paare von Geraden werden isogonal oder 
iHnheltreu genannt; jodos Paar bestimmt auf BB" und CC" oder auf 
BC und B"C" zwei Paare entsprechender Punkte der ähidichen Reihen (ß) 
und (y) oder («') und (a") und ergiebt somit vier Tangenten an P.- 

8. Die WuAelhalbierende AI itlt m sidi sdbst isogonal wid 
fblglicfa eine Tangente an P«; so auch die Winkdhalbienode des 
AoÄenwinkels in A. Diese senkrechten Tangenten schneiden sieh in 
einem Pmikte A d«r Leitlinie. 

Der Radius A 0 des Umkreises ist isogonal sur Höhe A H, und 
trifft also BB", CC" in ihren Berührungspunkten 0^ 0, mit P„. Ist 
ü die Mitte der Strecke 0,,0^, so teilen der Durchmesser 77 P und die 
zu ^0 parallele Linie HV den Winkel BTTC" harmonisch. Nun sind 
drei Stralilon dieses harmonischen Büschels zu AB, AC und der Tan- 
gente am Umkreise in A senkrecht; folglich ist HU senkrecht zur 
Symmediime A K, und letztere ist die Leitlinie von P„. 

Bezeichnet A'" den Durchschnitt der Tangenten BC und B"C"f 
80 liegen ihre Bertthrungspunkte auf der vol AA"* isogonalen Linie. 
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Di6 Bflrfihnugssehiieii der TüDgentenpaaie (BB", ÖC'\ {BC, B"C") 
bilden, u ie ihre iBogooAliii Lmi«ii, einen httrmonischen Bttsehel mit doi 
Seiten AB, AC. 

4 Die Brennpunkte von P^, 1\, mögen F^, l\ heifsen. 
Da die Tangente Ä I den Winkel zwischen dem Leitsti alile .1 7'', und 
der Leitlinie AK halbiert, liegt F^^ auf der zu AK isntronah'n Scliwt'r- 
ünie AA'. Anderseits gehen auch durch den Brenuj)UJikt die den 
Tangeutendrt'iecken A"l)li\ A'" ('("', BUC, B' HC unisi-hriHheucn 
Kreise. Aua lat AJl ein DurchmesBer des Kreise» B' JJC"; somit ist 
die Propektion von H auf ÄÄ'. 

Die Brmnjmnkie F^ F^ F^ sind also die DurtiudimUe der Sdmer- 
Umm mU dem iäter der ^redie SO aU Dwrdmeeaer letdmAeinen 
Kreise. 

5. Dieser Erns trifft die Hfthtn in dzei komclogai Ponkten Hg, 

der Reihen («), (j/); denn die Geraden GH^, GH^, QH^ 
eimd zu BC, CA, AB parallel und folglich ist A"H^ - ^A"A u. s. w. 
Hieraus schliefst man, dafs die Geraden M^H^, H^H^t H^H^ reip. die 
Parabeln P„, F^, P, berühren. 

6. Die Dreiecke U^II^H^ und ABC, sowie auch F^^F^^F^ und das 
Schwerliniendreieck (dessen Seiten zu AA', Bß\ CC parallel sind) 
sind einander ähnlicli, .liier )iuij;leicli\vendig. Die Ueracleu ll„F„, HfJFf,, H^F^ 
sind Symmedianeu der beiden Dreiecke H^U^H^, F^F^F^ und treffen 
sich in einem und demselben Punkte K'. 

Um diesen hübschen Satz von Brocard zu beweisen, genügt es, 
die Winkel an den Scheiteln dieser Drnecke mit den Winkeln des 
BtlMhels G {H^H.U^ABC) zn yeigleidien; s. B. ist der Winkel 

F. jr.fi; - - gäc - Bäk 

7. Hier eehaltat wir einen wenig bekannten Hüfinals ein. 

Sind In dmiben Bhene drei fftekAwendig ähtUidie Q^büde gegeben, 
so gidii es drei (poeitive oder nflgative) Massen, an irgend drei 

hotnoiogen Punkten angdiratkt, immer densdben Sdtwerpunkt hohen. 

Zum Beweise betrachten wir zwei beliebige Dreiecke LMN,L'M'N', 
Der Schwerpunkt Q, der mit den Massen A, ,u, v behafteten Punkte 
L, M, M wird gefunden, indem man die Strecke MN nach dem Ver- 
hältnisse V : jn im Punktt; P, dann die Strecke PL nach dem Verhältnis 
X : V -\- fi teilt Rückt die Masse A von L nach L', so rückt Q aul' 
einer m LL parallelen Linie nach , und 

Versetzt man noch die Masse fk von M nach M', dann die Masse «r 
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Ton N BMh N', ao rfldcfc der Sdiwexpankt ton naeh Q" auf einer 
sn MM' parallelen Linie, dann Ton Q** nach Q**' aaf einer in NN' 
parallelen Linie^ und 



Fällt nun ^ " mit ^ zusammen, so hut man ein Dreieck QQ'Q ', 
deasen Seiten zu LL', MM', NN' parallel und den Produkten k ■ LL'j 
/i • MM', V • NN' proportional sind. Nennt man also /, w, n die Ge- 
raden LL', MM', NN' in ürüfiie und Kichtung, so kann man setzen: 

XI : lim : V» sin mn : sin : sin Im, 
^ oder auch 

— m » sin (m n) : n 2 si n (» 2) : 2 m sin m). 

Die Scheitel der zwei Drei- 
ecke LMN, L'M'N' haben somit 
denselben Schwerpunkt Q für drei 
Massen, welche sich verhalten wie 
die Inhalte von drei Dreiecken 
XM'N", XN'L', XL"M", 
deren Seiten XL", XM", XN** 
parallel und proportional sn den 
Verbindungsgeraden LL\ MM', 
NN' sind. 

Sind LMN, L'M'N' avei Tripel entapreehender Punkte toh drei 

ähnlichen Gebilden, so stehen die Geraden LL', MM', NN' in kon- 
stauten Verhältnissen und bilden zu je zwei konstanfce Winkel; die 
Hilfsfigur XL" M"N" hat somit eine beständige Form. 

Obiger Satz ist also bewiesen. 

8. Ersetzt man die Dreiecke LMN, L' M' N' durch die Dreiecke 
ABC, Ä"B"C", so sind die Linien XL", XM", XN" den Höhen 
AÄ", BB", CC" gleich in Gröfse und Richtung, und man findet leicht, 
dafs die Massen, fttr welche die Punkttripel ABC, A"B"C" denselben 
Schwerpunkt haben, gleich a\ b-, gesetat werdein kömien. Fol^di 
ist andi das STUunedianaeainun K der Sehwerpnnkt Ton jedem 
Tripdi «ißy der Ihnlichot Pnnktreiheii (a), (fi), ^) ittr die Maaaen 
a*, 6«, <j«. 

Da das Dreieck H^H^H^ dem Gmnddreieeke ABC unglnchwendig 

ähnlich ist, so ist K das Ahnlichkeitszcntrum und auch der gemeinaame 
Schnitt der OenMlen H^F„ H^F„ H^F^ 




Fig.«. 
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9. Eine den Pteabeln gemdnwine Tangente t sebieidet die 

Höhen in drei homologen Punkten derPonktreihen (a), (ß), (y); 

folglich berührt aie auch die Panibel P, und geht durch don Schwer- 
punkt K der MwMen a*, 6', c', wenn man diese en die Punkte 
anbringt. 

Hieraus fliefst, dafs die drei Parabeln zwei jjemoinschaftliche Tan- 
genten t, t' haben, welche von dem Durchschnitte K der drei Leit- 
linien ausgehen und somit 
rechtwinkelig sind. 

Diese Tangeuttiu i, t' 
•ind die Halbienrngdlniaii des 
Winkele AKH^ und aeines 
Nebenwinkda; denn leftatere 
ala Doppellinien der on^eidi- 
wendig Shnlichen Gebilde, in 
welchen die Dreiecke H^H^H^, 
ABC sich entsprechen, teilen 
die Verbindungsgeraden H^A, 
Hf^B, HgC von Paaren homo- 
loger Punkte in dem Ahnlich- 
keitsverhältnisse. Homologe 

Längen der beiden Dreiecke sind n«. §. 

nun aber die Durchmeaaer HQ, 

MNiim nmadmebeoen Ereiae; wir beaeidineB hier mit M, 2f die Eelqpiiiikfte 
des nadi der Geraden HG gerichteten Dniehmeaaera des Ereiaea ABC. 
Ava den Gleidnmgen 

Ala. Alf ^ 

leitet man ab: 

AT^ MN AT' MN 




wo Tä der Durchschnitt von AA" mit /' ist und Mll < HN. 

10. Die Kollineationsachse der Dreiecke ABC, aßy umhüllt eine 
Parabel P, welche die Seiten des Qrunddreiecks und die gemeinsamen 
Tangenten ^ t' Ton Fb, P, berühren. Die Leitlinie iat HK, denn 
J7 iet daa HShenaentrom des Tangentendieiefika ABC, und K iat dar 
Sehnittpnnkt Ton swei reehtwinkeligen Tangenten. Der Brennponkt F 
iat beetimmt dnreh den ümkreie ABC nnd die Geinde^ welehe iaogonal 
an dem Ton A auf HK gattUten Lote iat 

Lttttieh, den 28. Februar 1901. 
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Rftmnliche geometrische Verwandtschaften und Systeme. 

Von H. GuRADZB in Berlin. 
L 

1. Im dreidimenmonalen Räume seien drai windaeluefe gerade 
Linien f^^ f^, gegeben. Ist dann P ein beliebiger Pnnkt des B«nmeSy 

so fälle ich die Lot« vou V auf bez. /*,, f^, fy Die Verbindungsebene E 
der drei FuTspuuktc dieser Lote ordue ich dem P /u. Ks entspricht 
jedem Puukte des HÄumes im allgemeinen eine l)t'stimuite Ebene E. 
Durchläuft /* cino (gerade </, so hcscliiHibcn die Ebenen E den Torsus 
der Schmicgungsebenen einer räunilicben kubischen Parabel. 

Denn die Punktreiben auf /, , f^, werden projektiv, indem drei 
derartige Puukte sich entaprecben, dals die in ihnen auf bez. f^, t\, /, 
errichteten senkrechten Ebenen sich auf g schneiden; die unendlich 
fernen Punkte von f^, f^, entsprechen einander. So fOhrt jede 
Gerade g des Baumes zu einer die f^, f^f^ah Sdmiiegungsachsen be- 
sitsenden knbisdien Parabel, und man gelangt auf dieae Weise an allen 
derartigen Kurven. Den Punktoi einrnr Ebene E mtqiriGht eine FUdie 
3. Klaese, auf wdcher die drei Geraden /',, f,, t\ liegen, und unter 
deren Berühmngsebenen sich die unendlich ferne Ebene befindet; 
letatere berührt die Flache längs der unendlich fernen Geraden tou E. 

8. Wir wollen jetat darthun, dals die Punkte, weldie mit ihren 

entsprechenden Ebenen inzidieren, im wesentlichen, d. h. abgesehen von 
den Punkten der unendlich fernen Ebene, eine Fläche 3. Ordnung 
bilden. 

Ist nämlich // irgend eine (xerade, so entsteht auf ibr folgende 
Zuordnung: einem beliebigen Punkte V von // eutspriebt eine Ebene E, 
welche r/ in schneidet; .so wird jedem /' von tj ein I\ zugewiesen; 
umgekehrt cutsprechen jedem 1\ drei Punkte P\ denn aus F^ gehen 
an die kubische Parabel, die die allen Punkten von g entsprechenden 
Ebenen (nach 1.) umschniiegen, drei Schmiegungsebenen, denen ihrer- 
seits drei Punkte P auf g euteprechen. Mithin entsteht auf g «ine 
yerwandtschaft (3, 1) mit Tier Eoimidenien. Von der so cilialtenen 
Flache 4. Ordnung spaltet sich die unendlich ferne Ebene ab, und es 
Ueiht als eigentlicher Ort der Punkte, die mit ihrnt entsprechenden Ebenen 
ituidiere», eine Fläche 3. Ordtnmg iämg. Auf ihr liegen die drei 
gegebf>nen (leraden d, f^t f%, sowie die gemeinsamen Senkrechten je 
zweier vou ihnen. 



Digitized by Google 



S&omlidie g«om«triMhe Tttwuidtaeliaftm vcnä STstdm«. 289 

Diejenigen Punkte, denen ein ganzer Ebonenbüschcl entspricht, 
sind keine anderen, als die Schnittpunkte der jeweiligen drei senk- 
rechten Ebenen auf bez. /j, /j, /j in den Schnittpunktetripeln der TreflF- 
gersden von /',, sie bilden aiao eine {sMf unserer gelegene) 
kubische Raumkurve iJ*. 

8. Sind vier windschiefe Geraden f\, /j, gegeben, so bilden 
die Punkte von der Beschaffenheit, dafs die FolBpankte der Tier Sank- 
rechiai «ns ihiMai anf fi, t\, f^, /; in eiiLer Ebene liegen, im wesent- 
Ueben mne lUdie 8. Ordnuiig. Denn enf einer beliebigen Geraden g 
entifeelit folgeaide Znoxdnnng. Ist P ixgend ein Punkfc toh g, to ent- 
ipriohi ihm hiwriehtlifth fg, f^y ft nach der in 1. Angegebenen Weise 
eine Ebene £; von dem Schnittpunkte dieser Ebene mit f^ falle ich das 
Lot anf g und ordne seinen Fufspunkt Pj dem P zu. Jedem F ent- 
Bpricht aleo ein Pj. Umgekehrt hat P^ drei zugeordnete Punkte. Ich 
fälle nämlich aus P, auf f\ die Senkrechte; von ihrem (auf ge- 
legenen) Fufspunkte gehen drei Schraiegungsebenen an die der (Ge- 
raden // hinsichtlich /",, /'„ /j nach 1. zugewiesenen Kaiimkurve 3. Klasse; 
die drei Punkte F auf g, zu denen diese drei Schmiegungsebeneu ge- 
hören, sind die dem P^ entsprechenden. So entsteht auf g eine Yer* 
wandtacbaft (3, 1) mit vier EoinsidenMn. Wir gelangen mitbin an 
einer Fttehe 4 Ordnnng; von ihr spaltet aieh die mundlieh feine 
Ebene ab, und es ergieU skh ob e^entfieto' Ort der PmnMb wm der 
Art, daß die Sekkredden am üuien antf f^, f^, f», ft dieee Geraden m 
vier Pmikten einer Ebene schneiden, eine Fläche 3. Ordnung F^^. 

Auf dieser Fj' li^ die knbiaohe Kaumkurve T<^ der Punkte, denen 
hinsiehtlich /\, /, ein ganaer Ebenenbttschel entspricht; ebenso die- 
jenige kubische Raumkorve, f&r deren Punkte dasselbe hinsichUich 

ftt fsf fi gilt» 8- 

4. Unsere beiden Flächen 3. Ordnung P* und F^^ haben aufser 
der noch eine Ranmkurve 6. Ordnung gemeinschaftlich, den Ort 
derjenigen Punkte, die mit den Fufspunkten der aus ihnen auf /",, /*„ 
gefällten Lote in einer Ebene liegen. 

5. Der Ort der Punkte von der Art, dafs die Fnfspunkte der aus 
ihnen auf fünf beliebige windschiefe Geraden gefällten Senkrechten in 
einer Ebene liegen, ist die Gruudkurre eines Büschels von Flächen 
8. Ordnnng. 

n. 

1. Ist //, ii^end eine Gera<le und P ein beliebiger Punkt des 
Raumes, und suchen wir eine Gerade g von der Beschaffenheit, dafs 
das zwischen g und g^ befindliche Stück Icr durch P gehenden Treff- 
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geraden von g und in P halbiert wird, so sind die Geraden g die 
Tred^eraden einer beitiinniteii weitraan Gendoi i, die wir folgender- 
maCMn eiinlten. Ll der dnrdi g^ und P gehenden Ebene Terbinden 
wir alle Piinkte f( ron mit P und TeilBiigem die so gewonnenen 
SMilen jedesmal Uber P binana um ipP; die En^ninkte bilden dann 
eine zu parallele Gerade h. Wir bezeichnen von jetzt ab eine ao 
erhaltene Gerade mit (P, (7,). Sie ist alao die za P und gehörige 
Gerade von der Beschaffenheit, dafis, wenn g irgend eine Treffgerade 
von (P, 7,) bedeutet, das zwischen g und /7, befindliche Stück der 
durch P gehenden Treü^eraden von g und in P halbiert wird. 

8. Sind swei windaohiefe Geraden g^ gegeben, ao ist bekannt- 
lieb der Ort der Mittelpunkte der durch aie auf ihren Treffgeraden 
ausgeachnittenen endlichen Strecken eine an g^ und g^ paraUde Ebene 

S. Satt: Sind drei windaehiefe Geraden g^^f g^, gegeben, ao 
giebt ea einen und nur einen im Endlichen gelegenen Punkt -Pp^p^,, 
von der Art, dafs das Stück der von ihm aasgehenden Treffgeraden 
je zweier der drei Geraden swiaehen dieaen beiden Geraden in ihm 

halbiert wird. 

Beueis. Einmal ist Pg^^^^ der Schnittpunkt der drei Ebenen 
^« a y J'^'n^ a ^ n \ föHier Hegt P„ „ „ ersichtüch in den drei Ebenen, 
die wir erhalten, wenn wir je eine der drei Geraden mit der zu ihr 
parallelen Treffgeraden der beiden übrigen verbinden. 

4. Drei windaehiefe Geraden g^ g^ g^ fthren alao an einem be- 
stimmten Punkte P„ „_„. Das System der drei Geraden und dea 

9i 9\ 9t • 

Funktea enthalt eine 12-fiMshe Willkttrlichkeii Wir wollen ea nun auf 
andere Weise heratellen. 

a) Gegeben sei g^^ <7j, femer P„^g^.j^ iii f^..^ sowie E^^^ gehend 
durch P, , „ und parallel </. und E, „ gehend durch P„ ^„ und 
parallel g^. Die fehlende Gerade g^ trifft ( P^, und (-Pj,, y,. fl'jV, 
aufserdem geht sie ersichtlich durch den unendlich fernen Punkt der 
Schmttgeraden von ^g^^g^ und -E"^, ^. Hierdurch ist g^ eindeutig 
beatimmi 

b) Die Data dee Syafcemes seien g^ ^9^9,$^) ft™®' ^Vi, P*"*^®! 
g^t "B^.fc ebenao, weiter -K^, ^, alle drei duräi ^^^^^ gehend, und 
endlidb eine Gerade g, welche g^ treffen aoD. 

Dann iat die Treffgerade von {Pf^g^g,,gl) und g aus dem un- 
endlich fernen Punkte der Schnitttinie Ton E„ ^ und ^. Die 

. 9xt 9% 9tf 9% 

Geiade g^ iat jetet nach a) %o finden. 
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5. Liegen vier fnndacliiefiB Geradaii P|, ff^, g,, tot, eo f&hren 
ne za Tier Ponkkem: P.^-,, -P« „ « > P„ Die sechs 

Emteiii dieees Tetraeders liegen jede in einer der sechs Ebenen: f'^ ^ ; 
E . , E , E , E . . Denn es mnla z. B. E durdi 
^m.^«. luid P-.. „ gehen. 

Das System der vier Geraden und der vier Punkte schlieTst eine 
l(>-fache Willkürlichkeit in sich. Wir wenden uns nnn sn einigen 
Fallen seiner Herstellung. 

a) Gegeben seien die Geraden g^, g^, g,, femer P^,^.^. in E^^^ 
niid P„ „ „ in E, „. Die Gerade q. mufs iP, ,,fh^, 'A), 
(P„ » » » 9i) und i P . r/,) trell'en. Da zwei dieser vier fieraden 

^ 9*9*9i'^'' J> 'l\ 

parallel sind, so giebt es nur eine Treffgerade. Die noch fehlenden 
Punkte sind leicht zu finden. 

b) Gegeben seien o,, r/,, P„ „ „. P, , „ und P„ . „ in E„ „. Die 

P» VIJ ,'3f yx9,9t' ih 9x 9t Ol 'Jt Ol St 9t 

Gerade c/j ist die Treffgerade der beiden parallelen Paare (P|^^p,>^i)> 
(^^9,9*9x>di)\ (^9,9*9,^9»), CP^fc,.;^«)- Die Gerade wird nedi a) 
kottüMert 

c) Die Data des Systemes seien g^, P^,^^, ^9*9*9** ^9*9^91 ^ 
P^^^. Dann ist die Ebene E^^^g^ bdnant, da sie p«rallel g^ nnd 
doreh P^^^^^^ sowie geht';' das Entsprechende gilt von E^^^^^ 
nnd E^^^. Die Gerade g^ ist panllel und moCs anberd«n 
(P^^^,^) und (P,,^^»a) treffen. Da diese Geraden parallel sind, so 
mnfs in ihrer Ebene liegen und durch einen bestimmten unend- 
lich fernen Punkt dieser Ebene gehen, den unendlich fernen Punkt 
der Schnittgeraden von mit E^^^. Soviel vorläufig von 

Die flTj ist parallel E^^^^ und mufs zuiwchst (Pf^g^g,t9i) 
(,Pg,g^,^}9i) treffen Sie liegt also in einer bestimmten Ebene JK, und 
geht durch einen festen uneiullich fernen Punkt P, dieser Ebene. 
Femer mufs g^ die beiden parallelen Geraden ( P^^ ^ g^) und 
^^9*9t9*> 9*^ treffen. Wählen wir nnn eine Gerade des Büschels um 
PJ* in Eg^^ ^ als g^ heraus, die wir g^ nennen wollen, so erhalten 
wir zwei parallele Geraden {Pg^^g^f gt) und {Pg^g^g^, Lassen 
wir §^ den ganzen Büschel um in E^^^ durclÜBufen, so erhalten 
wir 00» parallele StrahlenpMoe (P^,^^, ^J, (^,^^,., 9^ oder awei 
ptojektiTe PteaUelstraUenbOsclie], beäe mit demselbeii nnendlieh ftmen 
Scheitel J^. Wir wllnsdhen ein solches Strahlenpaar sn erhalten, 
dessen Ebene durch 1^ gehi Zu diesem Zwecke projiiieren wir den 
einen der beiden Bfischd TOn P* aus in die Ebene des anderen; dann 
haben wir in dieser Ebene ersichtlich zwei projektive Parallelstrahlen- 

büBchel mit demselben Scheitel Pjl*. Aul'ser der unendlich fernen Ge- 

19» 
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nden, die wir aimehlielMii, ist niir noch eine Koinzidenz vorhanden. 

Die 90 erhaltene Gerade verbinden wir mit durch eine Ebene und 
flfthnftidMi diese Ebene mit J^. Die Schnittlinie ist die geroebte Ge- 
rede Gleichseitig haben wir ^ und draut den Fell »). 

Berlin, den 2. NoTember 1901. 



Sur les fonctions de Bernoulli k denz yarlables. 
Ezliiit d'nne lettre de H. P. Appell kU.lL KbaüSB. 

Votre interessant article Zur Throtie der idtra-bf-moidlischen Zahlen 
und FunktiotWH^) ni'a amene ä chercher rexteusion des polynönies 
de Bernoulli dans une autre Toie que je tous demaude la permissiou 
de vouB indiquer bri^vement. 

Soieiil a et ( dwix eoDBtiBtM vMIae cm eomplaiii, dt «I y dem 
eutiin pontifb et « an Milier podtaf ; conridifroika In aonune 

(1) P. («,r) -'^ ^ ipa + qhy 

- ( a + 6y + ( a + 2ft)" + ... + ( a -f- yÄ)" 

+ (2a + « + (2rt + 20)" + • • -f (2o -f yh)" 

4- 

+ {xa + 6)" + {xa -f 2h,* + 1- («a -f yhf. 

Cette sonune pent ttre eppd^ nn pelynAnw de Bernonlli deoz 
variable!. Elle e'eiiHnme fkcilement 4 l'aide dos polynAmes de Bernonlli. 

Soient 

P,(»)-*^±i>, P.(«)-l + 2- + ... + ^ 

les polynönies de Bernoulli. On voit immediatemeut, en de'veloppant 
chaque terme de la somme (1) par la formule du binöme, que l'on e 

Ki^y) - <^P.(«)Po(sr) + Y P._. («) P, fy) 
+ ^^n^t (a^) P. (y) + • • • + P.(a:) P.to 



1) Abdruck aas den Berichten dar BMieiMhen GeeellMhaft der ynmmi' 
•ebeften sa Leipng» 6. Mai 1901. 
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ce qu'on peat 4enn lymboliquement 

en rempla9a]it duu hl dlreloppemeiift P* par P,. 

n est fiwQe cToliteiiir ime Ibnetioii gfti6»trioe d» oee polyadmet «n 
mnltipliant membre i membre lee deaz d^Teloppemeote 

-jT^ - J». (*)+ Y A (*) + ••• , 

le coelBcieiit de i.^. 'n ^ ^ polyndme P^(Xffß). 

Entin, supposons que le rapport ^ eoit coniplexe et cousiderona 

la fonction 6 (z) de la variable eompleoce # eoiMtniüe avec lee pehodee 
2(0 » a, 2o' - b. L'ini^gnle 

2»! J •(*) 

priw wir ua oontour entonraiit lee pdlee 

pa + qb, 

(/) = 1, 2, • • •, X, - 1, 2, • • y) 

eei präcie^meDt %ele » PaC^y) 
Parle, le 9 ociobre 1902. 



Über die Bernoallieehen FnnktLoneiL sweier 
Terinderllelier Gröfsen. 

Aaenig einee Schreibena Ton Herrn M. KsAUaB an Uerm P. Appell. 

. . . Die von Ihnen eingeführten Funktionen y), welche durch 

die aufgestellten interessanten und wichtigen Beziehungen zu den 
eUiptiaehen Fnokttoiiein eine beeondetre Bedenbung eriialteiiy kOmun in 
folgender Weiae nach Potenaen von x nnd y entwickelt werden. 

Bekanntlich ist: 
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wobei die OrSlseii ß^, von dem Faktor ml abgeeolieiiy die Entwickeloiige- 
koeffiuenteii des Auednieks: 

1-«— 

nach Potensen von b tind. Hierans folgt für die FankÜQii: 

(2) i^,(x,i,)^(iaFix) + 6F(M}y 

mit leichter Milbe die Darstellung: 

(8) P.(a;,y)-H!^ ^ ^ ,T fi-?l,'.|,2)l ^M^y> 

wobei r nnd s der üo^eicUieit genOgen: 

r + « ^ n + 2 
und nr,,, den Wert besitst: 

W ^r..=*"-— ,,+(«-r-iH-2Xa6-'-+'/3./J + 

Der l^Kte Auadmck kann anders gedeutet werden. In der That^ 
aetst man: 

•0 findet die ein&die BeEiehung statt: 

oder also wir erhalten für (d^ y) die DanteUnng: 

r— l «-»1 

r + s ^ » + 2. 

Die Oröfsen können aus ihrer Defiaitions^Mchnng mit Hilfe 

der Bernuullischeii Zahlen berechnet werden, indessen iat es nicht 
schwer, fttr sie einfache Rekursionsfornieln aufzustellen, welche die 
direkte Bercchnting zulassen. Ich greife die folgende henna: 
äetzt mau nach Lucas symbolisch: 

(8) — ^-eM, 

1-«-«' !-«-*• * 
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« 

80 fdgi f&r die ChröJjeu y die Bekonunulininel: 

(9) (y — a — fc)" — (y - a)" - (y - 6)" + y" =- 0 
oder eoeg^fUirt: 

(10) ' ^ 

+ «4 ( ö + - «' - i»*) y,^4 ^ • • ± (i.a + 6)" - «" - - 0. 

Hieraus können die GroiBen y der Reihe nach berechnet werden. 
FOr die einfiudieteB FUle ergiebt dch: 

n — — yt — — « — H-j-, etc. 

Setzt man a » 6, so kommt man zu Gröfsw y, wie sie Ton Lnoas, 

Imschenetzky n. a heliaiulclt worden sind. 

Die Definitionsgleu hunj; i!^) der 6r<)lsen y giebt zu einnr andorRn 
syniholischen Darst^dlung der Funktion l^^{x,y) Axdal's, die vielleicht 
von Interesse sein dürfte. 

Ich schreibe Gleichung (8) in der Form: 

aba* «fr-*-*)* — «(y-«)' ~ c(y-*)* 4- «y*. 
Diese Qleichnng mnltiplisiere ieh der Reihe nach mit: 

fllüc p^\f%'"tX, 9 — It 2, • • v y und addiere die aof diesem Wege 
«itstehenden Oleiehiugea. VerglMeht man daiui linkt niid rechts die 
Koeffizienten von m***, so erhilt man die symbolische Darstellnng: 

Iah (n 4- 1 ) I A? -f 2 ) 1\ (x, y) 
- (y + + - ly + a«)"+« - (y + + y,+,. 

Wird diese Gleichmig ausgefBhrt, so kommt man m Gleichung (7) 
zurflck. 

Dresden, im Oktober 19Ü2. 
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Ein neues ScMiefsnngsproblem. 

Von Ph. Mabnnchbn in Alzey. 

Das sogenannte Schliefsunpsprohlpni bei zwei Kegelschnitten lautet: 
Gelingt es von einem Punkte «!( s Kegelschnitts C aus, demselben ein 
7? -Eck einzu beschreiben, das gleichzeitig einem zweiten Kegelschnitt F 
umbeschrieben ist, so gelingt dies immer, bei welchem Punkte von C 
man auch beginnen mag. 

Dieser Satz läfst sich nach verschiedenen Richtungen hin erweitern. 
Bekannt ist die Erweiterong anf den Bflediel von Kegelechnitten. Fflr 
diesMi lautet der Ponceletiehe SatK*): 

Wenn lieh n — 1 Seiten eines dem K^elschnitt Felnbeeoliriebeneii 
Polygons anf Eegekclmitten des BfiselielB willen, so thot 

dies anch die n** Seite. 

Li der vorliegenden Arbeit soll der Satz in der Weise erweitert 
werdMi, dab an die Stelle der geradlinigm Polygone gewisse Ereis- 
bogenpolygone treten. Doch erfShrt et auch — wenigstens rorllnfig 
— eine gewisse EinsduAnkung, indem der Beweis nur f&r swei Eieisey 
nieht aher für swei beliebige Eegelsdinitte gefllhrt wird. 

1. Auf einer Kugel nehme ich die Ereise JT, und an, die 
keinen gemeinschaftlichen Punkt haben. Dann wShle ich auf JE^ dnen 
beliebigen Punkt A und ziehe durch diesen Punkt einen Kreis auf der- 
selben Engel, der berührt und dessen Ebene durch einen beliebig 
im Räume gelegenen Punkt P geht Dieser Kreis schneidet /f, noch- 
mals in einem Punkte, den ich mit Ii bezeichne. Nun ziehe ich durch 
B denjenigen Kreis, der Ä'„ in der gleichen Weise berührt, wie der 
zuerst gezeiclmete. und dessen Ehene gleichfalls durcli P geht. Dieser 
Kreis schneidet nochmals in (\ In dieser Weise fahre ich fort; 
dsibei hörnen folgende F^Ile eintreten: 

a) Die Figur schliefst sich nach p Umlüuten mit n Bogen. 

b) Die Figur schlieüst sich nie. 



1) Vgl. M. Simou: Crelh's Journal 81, wo auch die wichtigste Literatur 
ttber dieses Gegenstand vngtgtlbva ist. (Man ret^ULA» txuSh G. Loria: ,J poU- 
goni dl Poncclct" Tnrino, 50 S. ßT. 8% 168S; — „Raesegna di alcuni scrittt 
«ui poligoni di Poncelet". Bibl, math. (2^ 8, 67—74, 1889. Ferner K Kötter: 
„Das Ponceietsche Schliei'suagaproblem" in der „EntM'ickelung der synthetischen 
Geometrie von Monge bis anf Staudt". S. 14» ff., 1901. Sed.) 
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Nun Iftfot sicli dar folgend» Sata bewdasn: 

THH ßr dm gewähUm Punkt Ä einer der Fälle a) oder b) ein, 
90 tnilt denelbe FaU immer ei», wo mm emck dm Funkt A mßf on- 
nchmcn mag» 

Zorn B«WMM projisiera ieh die gsme Figur toh P »ns auf die 
Ebene Ton isi alsdann seiiie mgene Projohtiony die Ton 

ist ein Kegelschnitt, und die des Kreisbogenpolygons ist ein gezadr 
liniges Polygon, das K. einbeechrieben und dar Projektion von um- 
beschrieben ist. Für dioses geradlinige Polygon gilt aber der im Ein- 
gang der vorliegenden Arbeit zitierte SchlieÜBungtssatK; mithin gilt dieser 
auch für unser Kreiabogenpolygon. ^ 

2. Die Kreise, ans denen sich unser Polygon msainmensetzt, be- 
rühren anfser dem Kreise aiioli uoeh einen Kreis /Tg auf der an- 
genommenen Kugel. Denn die Ebenen der Kreise des Polygons hüllen 
einen Kegel 2. Ordnung ein, un<i dieser Kegel schneidet die Kugel 
einmal in einem Kreise, nämlich in also mufs nach einem be- 
kannten Satze dit' andere Schnittfigur ebenfalls ein Kreis sein. Auch 
die ümkebrong gilt: Die Ebenen aller Kreise auf einer Kugel, die 
iwei anf dieser Kagd aaganommene Kreiae auf diesdbe Ali berOhren, 
gahen dotdi einen Puoki Denn awei Ereiie anf «nor Kogel liegen 
■leta perspektiT, sogar anf awei Alien. 

Dieae bekannten Thatsacben') will ieh mn benntai, nm dan 
folgenden Sata so beweiaen: 

BttdbrmM mtm ekum gegdtmm Rreim in der JE&ene ein Mggon 
ein, deteen SeUen Bogen «o» Kreisen sind, die meei ferie JDreiee in tBeeer 
Ebene anf diesdbe Art berühren, und schliefst sich die Figur einmal mit 
n Bogetif $o oMiefst sie sidt immer mit n Bogen, hei weldiem Fmdete der 
Ferifherie man omcA begmnen mag. 

Denn bilde ieh die beaehriebene Fignr dnrch Inversion anf eine 
Kugel ab, so entseht uuf derselben eine Figur, fllr die ich in 1. den 
SGhliefBnngssatz bewiesen habe. Demnach gilt er auch Ar die nene 
Figor in der Ebene. 

9, Wir wollen ona jetrt noch too der Einaohrlnknng befreien, 
dab die Berllhzong ateta auf dieaelbe Arl^ alao entweder bei dam einen 

der SU berührenden Kreise stets yon aufsen oder stets von innen zu 
erfolgen habe. Der SekUeßungssate gOt namiUA andk für dm FaU, daß 

1) Vgl etwa Raltzer: Elemente der Math., Bd. 8. 196 ff. oder Hols- 
aüller: Elemente der Stereometrie, Bd. 1, S. SS8 ff. 
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;> von dm n Botim axif die eine Art, und die iihri(jen n — p Rjpen auf 
die andere Art berühren, und zwar ist die lieihenfolge, in der dieae He- 
riäirungen stattfinden, vdlJioniwrn iciUlUrlich. 

Zum Beweise bilde ich zunächst wieder die Fi|a^r durch Inversion 
auf eine Kugel ab. Die K reine auf der Kugel, welehe auf die eine 
Art berühren, hüllen nun einen Kegel mit der Spitze P, die der andern 
Art einen solchen mit der Spitze P' ein. Projiziere ich die enteren 
von P aus,, die letzteren von P' aus auf die Ebene des Kreises K, 
dem da« Polygcm einbeeehrieben ist, so entsteht ein geradliniges Polygon, 
das dem KireiM K einbeBchrielMii ist^ und desrai Seiten bald Tangemten 
an den Kegebchnitt C, bald aolehe an den Kegelaohnitt C sind. C ist 
die PrqjeUion des beriOirten Kreises von P ans, (X die desselben Kreises 
▼On P' aus auf die Ebene von K. 

Der Kreis K und die beiden Kegelschnitte C und C gehören aber 
einem nnd demselben Büschel an. Denn die Kegel mit den Spitzen P 
und P' bostimmen einen Büschel von Flächen 2. Ordnung, dem auch 
die gewählte Kugel angehört. JT, und C liegen auf einem ebenen 
Schnitt durch diesen Büschel; folglich gehören sie selbst einem 
Büschel an. 

Wir können also auch sagen: Von den Seiten des dem Kreise K 
einbeMthriebeoen geradlinigen Polygons wÜsen siciL p Seiten anf 17 
nnd die fibrigen n—p Seiten auf C; nnd d* 0 nnd C einen Bflsehd 
bilden, aeigt das Polygon stets diese EÜgenschail^ Ton welehem Punkte 
vof K man audh ansgeben mag. 

Die Seiten, die sich anf C wälzen, sind aber die Bilder der Kreis- 
bogen von der einen Art, nnd die Seiten, di<> sich auf C wälzen, sind 
die Bilder der Kreisbogen von der andern Art. Mithin gilt unser 
Satz auch in der Form, wie er im Kingang dieser Nummer aus- 
gesprochen wurde. 

Alzey, den 11. Februar 1902. 
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Neue Beiträge zur Dreiecksgeometrie. 

Von G. Majcen in Agram. 

Die in moiueni Aufsatz: „(ihor gewisse Scharen homothetischer 
Kegelschnitte in der Dreiecksgeometrie*) bebundelten zwei Geraden «j, 
<r, zeigen einige merkwürdige Beziehungen zn den bereits bekannten 
besonderm Dniedkagebilden. Im folgenden fQge idi einige neue SStee 
hinza, welche auf ajntiietieelieni W^e gewonnen wurden. 

Die Be«ei<ihiwng etiminl mil der im genannten Anfimta Qberein. 
Vm mho dortaelbet anjoh die Fig. 6. 

1. Der Schnittpimkt M von ttt JsaA iat der Lemoinesehe Punkt 
Ton ABC. 

2. Die Mitten der sechs Strecken AAi, AA^; BBi, IiB^\ C'6\, 
CC^ seien A'\, A'i\ . . C'>. Es liej^en A'x, B[, ('[ auf einer (reniden 
und Ai, Bi, auf einer Geraden ß^. Der Schnittpunkt von und 
ist ebenfalls der Lemoinesehe Funkt. 

3. Die Fulspunkte und die Mitten je eines zusammeugehörigen 
Paares jener sechs Strecken liegen auf je einem Kreis, der durch den 
Lemoineadim Pnnkt geht. 

4. Die Geraden und /3„ ebenao i% nnd bilden denselben 
Winkel », unter welchem die aeeha Streoken gegen die DreiecksseitMi 
gesogen werden mnlaten, nm die zwei Geraden nnd c% au liefem. 

5. Die Yerbindangdinien Ä^Äi, B^Mt geben dorch das 
KoUineationszentrum II, die anderen drei A^A^, B^Bi, G^C% durch I. 

6. Die Geraden ß^ nnd ß^ schneiden eine jede Seite von ABC in 
iaotonmdmi Punkten. 

7. Die drei Kreise, welche aus den Eckpunkten A, B, (J mit den 
von diesen ausgehenden Strecken {A A^ oder AA^ etc.) als Radien be- 
schrieben werden, haben ihr Radikalzentrum im Lemo ine sehen Punkt, 

8. Der Umkreis von ABC bestimmt mit den drei Kreisen (in 
Nummer 7) drei Radikalachsen, welche sämtlich doroh den Lemoine- 
Bcben Punkt gehen. 

Man findet auf aoalytiediem Wege: 

cos a — ]/— cos a cos^ cos y. 
Agram, den 25. Septembcor 1902. 

1) Dies«« Axohiv {Ji) 4, 16. 
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Die Gnmdgleichimgen einer beliebigen Mannigfoltigkelt 

Von H. EOhme in Doitmimd. 

Die Fandamcntd^flicliiiiigeii einer FlScbe aind anf die eogenannten 

Hyperflacben yeraUgemeineri worden*), und die Frenetschen Grund- 
foimeln für eine Raumknrre haben durcb Herrn Landsberg*) eine 
Erweiterung auf die Kurven in einer beliebigen ebenen w-facben 
Mannigfaltigkeit erfahren. Die vorliegende Arbeit leitet die Gruud- 
yleidiungen für eine beliebige v-fachr Mannigfaltigkeit M^, die in einer 
el>enfaUs beliebigen n-faehen Mannigfaltigkeit M„ verläuft, ab. Die 
Formeln, die so erhalten werden, umfassen die geuannteu Falle als 
Spezialfälle. Diese Gruudgleichungen ergeben sich aus allgemeinen 
Identitäten, die im ersten Abschnitt abgeleitet werden sollen. Der 
iweite Abedmitt qieiialiaiiii die aUgemeinen Identittten an dea 
Onmdgleldiwngen der M^. Der dritte Abachnttt beihanddt die be- 
sonderen FSlle. 

Im folgenden aollen die Zager 

A, i, j, k, l stets die Reihe 1, . . «, 

ff 9t ^ Pf 9 ff ff tt h '"t ^f 

^* ^ ff tf ft •■+*1>' • *f 

durchlaufen. Für die .1/,, sei das Quadrat dee Linienelementes gegeben 
durch die quadratische Difierentialfonu 

und snr Jf, gehSre die Diiferentialform 

die imter gewissen Voraussetziingen ebenfalls fiir 3/, das Quadrat des 
Linienelementes angiebt. Die J/, wird also dadurch in der ilT, be- 
Ktiinnit, (lafs die .r^ Funktionen der sind. Die werden als ge- 
gebene l'uiiktioucu der und die a. als gegebene Funktionen der 



1) Man vergl. Bianchi: Vorlesangen über Differentialgeometrie, Leipxig 

1899« aeooft 

% Joenial Ar Hath^ 114. 
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y, vonnsgeMAst Die Chris toffelseheii 8- und 4- Indioet-STmlKde') 
besokiiiie ieh in fblgender Weise: 

Lfc Je " dxj' 

dftbei bedeutet (j^^j) das zenpcoka E^ystem la (e^j). BnhliefsTicih madie 
ich hier gleich auf eine Opemtion anfinerkssmy die im folgendoi Öfter 
Torkommfln wird. Ich setse 

Diese Operation iat eine Art kovariant*ir DiflFerentiation ; allerdings ent- 
spricht sie nicht vollständig der von Hicci*) angestellten Definition. 

Wir kommen nachher genauer darauf zurück. 

1. Die aUgenwineti Identitäten. --Es sei (x^^) ein System von n* 
Gröfsen, sämtlich Fimktionen der y^. Ihre Determinante sei von 0 
verschieden. Das zu reziproke System sei (ii^Jj dann bestehen 
also die Gleichungen 

(1) J^^kkUi " ^6**«« - ^ki {fki - {o I)- 

Ans den Systemen (c^J und komponieren wir ein System (a^^^ 
in der Weise: 

(2) 2^Mi^AJ ^ ^jv 

Dieses Systsm (a^J ist ▼orHofig noch Tersehiedcai TOQ dm in der 
EinleifemD^ sngegebenen System (o^,). Das ni (a^J xemiiroke System 
sei (Of^. Es sei noch bemerkt, dafs die Systeme (e), (y), (a), (u) 
symmetrisch sind, während das mit (x) und (() nicht der Fall ist 

Es werden also, imi es nodi einnial hervorzuheben, die c^^ und 
y^i als Funktionen der «e^, diese, die Sji, ond die als Fonktionsn 
der betrachtet 

1) Journal für Math., 70. Man twgL aooh Biancbi, 8. 49. 
8) Darboax BoU. (S) It, 1T6. 
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Wir di£r«reatii€fnii die Gleidrangm (S), so kommt: 

Kon 8«tM ioh 

(8) -2*"^*. - ÜY*]» 



so wird 



Ans (2) folgt 

*0 > 



also 

Mithin wird 



Daraus ergiebt sich wieder ' 
Bettten wir noch 

(5) JDy]«i»-ö/»), 

■0 wird achiiefalich 

(6) ^/^j -^W^"^*« 

Diese Gleichungen bilden ein System von T)irtt rcutialgleichmigpn ftlr 
die n'QröIüaan x^. Als gegeben sind hierbei die (Jfk) als Fuuktioneu 
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der yf und die als Fuuktiouen der anzusehen. Die können 
als Funktionen der y^ gegeben iMDf aber sie könnm auch durch Be- 
dingungen mit den Unbekannteoi Torknttpft MiBi und damit erat 

selber noch bestimmt werden. — 

Das Bestehen der ÖL (ü) erfordert gewisse Bedingungen, die sich aus 

ergeben. 

Sie soUeu jetzt abgeleitet werden. Die Gleichungen (6) lauten 
andera geschrieben: 

Daniia fdgt dnrdi Differantiati<m 

Zjdx^\ h y^ay, ^ l h Je "2y/ay/ 

YertatiBdkt man hiarin f mit ^ und aabbahiert die «niafcehende Gleichung 
Tcm diaaar Gleiehnng, so erliAlt maa unter Benntanng der 61. (6): 
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Wir Mteeii nun 



w> nimmt die Gleichong die GeeUlt an: 

Wir setzen weiter 

(8) ^a,Wgl - Wsh 

also 

um 

ao iaatet die Gleichong 
daraoB folgt 

aodala wir efthlieMifth mit etwaa andwer Beaeidmung eiludten: 

(») o-(w»)-^p>^«||'ä^;. 

Wegen der altamierenden Eigenaehaft der Gliristoffelaehen Symbole 
gilt dieaelbe Eigenaehaft anch fOr die Symbole (hifg). Ea ist alao 

(ihfg) (hifg). 

Faasen wir die Exgebnisse zneammen: 

Sind die gegebene Funktionen der mtd die a^^^ nebtt de» {ifk) 
gegebene Funktionen der g^, to büden die Ol (6) 

(6) D,x,, 



hl 
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etf» 8g8km «OM JHffe mHiäifki thmgm fSrüe Qt^fim »u- QrSftm 
mütom außerdem dm Qkidmiffm 

(2) = 

ffewi^feH, Femar hetieken ab IntefficUurndtedingutigm die QMdimge» 

w «-(*v,)-^(H).w4ii7: 



Die koimm dabei entweder eUt Fmktioiim der geg^lm m». Dam 

Stetten die «»^ irgmd ein v-cder dar, das in haÜmmter, durch die Differential- 
^eichungen gegd)efur Weise längs der festen Mannigfaltigkeit bewegt 
trird. Oder ahr — und das wird der wicJitige Fall sein, der uns nach- 
her hescJuiftigt — die hängen in gewifscr Weüie mit den x^^ zusammen 
und werden eheyuto uHe diese dwrch die DifferenÜa^fiieichungen und Ik- 
dingtingen bestimmt. 

Es bleibt natürlich die Frage offen, ob bei irgendwie gegebeneu 
^»o a^o ('/Aj die Gl. (2), (6), (9) zusammen erfüllbar sind, imd ob 
vielleicht noch anl'ser ihnen den unbekannten Gh-öfsen irgend welche 
Bedingungen auferlegt werden können, femer wie viele solcher Lösungen 
möglich lind. Da« ISfst sich freflieh nur in jedem Falle beeonde» 
entocheiden. ffier soll niur auf eine Eigensehaft dieeer Gleidrangen 
anfinerloMm gemaeht werden, die in dem folgenden Sats ihmn Aiia> 
sprach findet: 

QeeiSigt ein Sffiltem wm Fmdettetten der Größe» den 

Ol. (2)t (9)f (9), ee ffenägi »Mk jedes andere FmMkmeneifeiem xj^, 
denselben Gleichungen, wenn die x^, Funktionen der x,^ sind und durdt 
die Überf&enmg der Xj^ in die Wf^ die Ferm C in Mdk edbet iran^omueri 



«firdf wenn ferner die x^ dteneo transformiert werden, wie die 



9«! d 

wobei 



Das soll jetzt gezeigt werden. Die c^^ waren g^ebene Funktionen der 
Xf^, fOr die neuen Lösungen x^ ist also formal durch in c^^ und 
in den Obriatoffelaelien Symbolen m eraeteen. Dadurch möge c^^, 

I ^'|_ - • • hervorgeben. Da die a^, gegebene Funktionen der waren, 

▲xoUt in JUtbrawUk nad Flqrtik. HL Salb«. IT. SO 
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also dvrdi die Svbttifotioii nicht berflhrt werdeiii so mflssen fttr di« 
neuen Lösungen die Gleiclrangen (2) bestehen: 

kt kl 

^2^ki^ifitf^i^i^pk • 
kik't' 

Diese Gleichungen sind aber eifBll^ weil die Tnoisfonmtionsbedingangea 
d«r Form C in sich selbst lauten: 

Fflr die GH. (9) gilt fblgendes. Bei der Transformation der Form 
Cirird») ^. 



also 



/TTki 



wenn (f^ J das reziproke System zu (J^j) ist Wegen der deshalb be- 
steheuden Gleichung 

2^sk\ki " 

wird die redite Seifee der letsten Gleichung lu 

Der in den (ileichiingen (9) sonst noch vorkommende Ausdruck [hifg) 
hängt, von den gegebenen Gröfsen ab. Somit ist gezeigt, dafs auch 
die Gl. (9) für die neuen Lösungen Xj^^ x^^ erfüllt sind. £s bleibt nur 
noch der Nachweis fSr die 61. (6) übrig. Es ist 

"•"-^ Wf^** l » \^^*^*^i^Wf i i h^*'^^^/ 



1) Chriitoffel; Jeunial fOr UsAh. 7«. 
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SoUcn Hirn Xf^, x^^^ und Lösungen der GL (6) sein, io Ter- 

8ofawmd«n die linke Seite vnd die ento Glied der rechten Seite. Ee 
rnuDi also aneh der Bert Taraohwinden. Der Beet iit 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer verschwindet aber gerade, weil 
die Form C in die Form C , das helüst sich selbst, durch die Trans- 
formation übergeführt wird.') 

Also genügen unter den Bedingungen des vorher genannten Satzes 
die GrSIsen S/^, jcj^f ebenfUla den Gl. (2), (Ü;, (9). 

Ans der letrtan Entwidralniig siehen wir nodi einige Sehlfine 
flher das Terhalten der Operation Die leiste Gleidiang lantet 
anders gesehrieben: 

-ö/^« -^W-r« -^(»7*)^>J; 
* / * 

danns folgt 

d. h. die Gröfaen 

sind korariani 

Deaten wir jetrt den abgeleiteten Sats geometrisch, so können 
wir Bsgen: « 

Getiüf^t ein System x^, a;^, dm Gl (2), (6), (9) bei ffe^ebmen a^^ 
md (ifk) als Fmktionen der und c,^f als Funktionen der x^f genügt 

also — küreer ausgedrückt — eine und ein mit ihr irgend wie ver- 
vrrbundefU'S n-eder den Gl. (2), (H), dOi 0<^n'i(}i auch jede andere 
und ein zti/fehöriges n-eder denselben Gleichungeti, tvenn Jf, und 
E„ durch eine Bewegung im Baume in Jf, und übergeführt 
werden können. 

Es sei noch bemerkt, dafs die ÖL (7) und (9) die eini'achere Gestalt 
(9) 0-(*iry) 

annehmen, sobald die Mannigfaltigkeit eben ist, also ^iki 
setzt werden kann. 

1) Christoffel: Joomal ftr Halh. 9«, GL S. 
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8. Die ihfBuke Mamigfiäiigheit. — üm mf die GnmdgliriclniiigeB 

der Jlf, zu kommen, setzen wir die Verbindung des ft-eders mit 
der in der geiriUmlielieii Weise dadurch fest, dafs wir verlangei^ 
dale die Bichfcai^en f t/^h ■,*)} bestimmt durch die Grölsen 

pr^^ ,1,), in der Tangentialmannigfaltigkeit der 31^ liegen sollen. 

Femer sollen die ühriy-eii Richtungen r (r=»4-i, . ,«) auf der Taogentiai- 
mannigfaltigkeit senkrecht stehen. Dann wird 

Wählt mau die u\y noch als ^ , so gehen die Grölsen <iy^ über in 

die Koeffizienten der quadratischen Form A, die das Quadrat des 
Linienelementes der angiebt. Diese Besonderheit soll aber vor- 
läufig noch nicht statthaben, sodafs also die X/^y noch in gewisser 
Weise beliebig sind. Wegen der besonderen Werte, die die Gröüsen a 
jetzt erlangen, wird aber trotzdem 

(A/>) - Ihfr]. 

Wir lekseii 

(10) [Arr]-apr)-Jj}, 

(11) [rfs]'-(rfs)^c<,,, 



dann wird 



m m ' m 



(»W - [»/>J - - VM - - \rU\ - - 4?, 

(^».p)-(';i.. 



Seteaa wir aim 

J (r) J (r) 

10 kommt 
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Weiter erhält man 



bdiebigra Mauigfidtigkeii 



S09 



-2' 



und MdilieCdieh 



Nach diesen Vereinfachungen nehmen die OL (2), (6), (9) die Gestalten an: 

m r 



2 

t 



(2-) 
(2^) 

(20 

(6") 
(0*) 



(9^ 



Vi'i'i 



•'m/ •'mir 



+2 

I 



Die Gleichungen (9"i sind die Verallgemeinerung der Gaulsischen 
Gleichung, die Gleichungen ('J' ) die Verallgemeinerung der Mainardi- 
schen Gleichungen der gewöhnlichen Flächenlehre. Die sämtlichen 
6L (9) Mm niflikl wat, warn die Mumigfaltigk^l tSa» Kxam 
iffi Die 61. (9") treten nicht auf im Fall der Hyperflächen, aneh Ter- 
aehwindeii hierfür die cl^. 
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Die Gröfsen a^^, Uj], 4^, Jeömm als FwndammUügröfsen der Mannig- 
fälHgkeit hezeidmet werden. 

Für den Fall einer ebenen fallen die Ton den c«| ab- 
UbigigMi rechten Glieder in den GL (^), (9**), (9*) weg; die Gleichnngen 
enthalten dann nidit mehr die anbekauntm GfOHsen x^,, voad die 
GL (9*), (9^), (9") weiden sa SdaHaneH meiadien den Fumbrnenial' 

gröfsen. Setzt man in diesem Fall noch ./^^ cy ' ^^^^ '^"^ System 

(6^) für festes r symmetrisch, (c^^) bleibt i&r fealee f wie im all» 
gemeinen Fall «n aidiiefea Syatem. 

8. Die hesonderem FSSle. — 1. Bffperftadu». Wie ichon bemerkt^ 
fidlen die GL (9") weg. Die GL (9») nnd (9^) aind die Verall- 

gcmeineningen der Ganfaiaehen und der Mainardisrhen Gleichungen. 
Elraetat man die von mir gewählten BnehatebMi e^ b durch b, S^, 

irilhlt man ferner x^f = ^ ^^ , so erhilt man goian die in der Differential- 
geometrie von Bianchi S. tiü2 angegebene Gestalt der Gleichungen. 

//. Kurrr ( My^) in Jf„. Die Koordinaten sind die Fimktionen 
einer A'ariablen »/. Die Gl. ('9) treten nicJit auf. Durch geeignete 
Wahl der Ilichtungen r (/-^s, .., «), die in der Normalmannigl'altigkeit 
von Ml verlaufen, können die GL (6) vereinfikcht werden. Nimmt man 
die Richtungen in den Siifeinanderfolgenden gcodatieehen Sdimiegungs- 
mannigfaltigkeiten an, so gelangt man ffir die an Ansdrücken, die 
ich hier ohne Beweis mitteilen will, weil die Herl^tung etwaa mUhaam ist 

Es Bei 

■jy — — ca^i , 

und allgemein 

De>kt — ojif+i. 

Fmier sei 

ki 

so wird 



Y •■ /f'-l,..,A 
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Die GnmdgleichnDgen etner beUAbigen Mumigfaltigkeii 31). 
Soizt man ferner 



dann lauten die GL (6) 



Das sind die «era^emeiiMrfa» FreneiaAm Formdn, 

Wählt man JKj, als eben, so venrandelt mch die Operation 2> in 

nnd es wird einlach 

Wühlt man femer als unabhängige Veränderliche die Bogenlänge s, 
80 tritt für den Faktor <i noch die Zahl 1 ein, und die eben abgeleiteten 
Gleichungen nehmen genau die Qestalt an, die Herr Landsberg ^) an- 
g^eheu hat: 

Im allgemeinen Fnll der Kurve in werden, das sei noch erwähnt, 
die Fundamentalgröfsen : 

- (r, 1, r + 1) - -i , ««U, - - 1 , - 0 (r-i+.+r+.). 

Die Qrdlse ^ ist die geodätische Krümmung der Kurve.') Die ttbrigen 

Grofsen p sind von Herrn Landsberg zweite, dritte, . . . Krflmmung 
der Kurve genannt worden; vielleicht empfiehlt en sich, sie als erste, 
zweite, . . . Torsion zu bezeiclinen, teils damit man sich in Einklang 
mit der für Raumkurven gewöhnlich angewandten Bezeichnung setzt^ 
teils auch deshalb, weil zu den FundanientalgröijBen 5 nnd die 
Übrigen q zn den FnndamentalgrSfeen e gehdren. 

Dortmund, den 2. Februar 1902. 

1) ZmaX ftr Math. 114. (Vgl. aneh B. Jahnke, Jonm. F. Halii. 118, SM, 

und Leipziger Berichte 1900, S. 147, wo die aUgemniwri Syst^mi' vcin DiflVrontial- 
idcntitSlt^n aufgestellt worden sind, welche zwischen den Elementen eines ortho- 
gonalen Sechzehnersystems bestehen. Red.) 

D Yois: Math. Ann. 1«. [dt. naeh Bianehi]. 
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Uber das Prinzip yon der ErUtung d«r AmabL 

Von GüSTAY EoHN in Wisb. ^ 

Nach der Debatte, welche sich dorn Schubert schon Vortrag auf 
der Karlsbader Mathematikerversammlung an8chh)fs, bin ich von ver- 
schiedenen Seiten ersucht worden, die gegen das Schubert sehe Prinzip 
von der Erlmltung der Anzahl geäufserten Bedenken im Zusammenhaiigi- 
darzulegen. Dieser Anregung verdaukeu die folgenden Zeilen ihre £ni- 
stehung. 

1. Um einen festen Anhalt für die Kritik zu haben, setze ich das 
fragliche Prinzip in dem Wortlaut hierher, in welrlieni es von Herrn 
Schubert in seinem Buche, Kalkül der abzählenden Geometrie, 
Leipzig 1879, ausgesprochen wurde. Dem Wesen nach nicht verschieden 
war dar Wo«IJi»ty m wddiem es Htnr Bchiibert tmamt KarisbadBr 
Yoitng Toraiusdudcto. 

Das Prinzip lautet: 

Jbt ein algebraiidiM Oebilde F mit der EonstauteiiiaU e einer 
einwihMHi oder gneammengeeeteten «^fachen Bedingung g nnterworfeaa, 
io giebt es im a%emeinen eine endUdie AnaM N riinmlidier Ltdividnen, 
welche sowoU der Defimtum des Gebildes als aneh der o>£Mban 

Bedingung z genügen. Ist nun e eine räumliche Bedingung, werden 
also durch e gewisse andere raamliche Gebilde F' als f/efieben voraus- 
gesetzt, so bleibt die Zahl N, wenn sie nicht unendlich wird, immer 
gleich (frofs, gleichviel, ob man die Gebilde F' ihre Lage zu einander 
ändern läfst, oder sie vielleiclit unter Aafrechthaltong ihrer Definition 
speeialisiert" \ 

2. Ich beginne der Vollständigkeit w^en mit einem Einwand, der 
das Prinzip in der vorangesttHten Schuhe rtschen Fassung gar nicht 
trifft^ sondern »ich gegen Darstellungen wendet, die das Prinzip mit- 
unter erfahren hat. 

Wenn einem (iebüde T, das von c Konstanten abhäTifrt, n Bediugimgen 
auferlegt werden und n > c ist, so wird es im allgemeinen eine endliche 
Anzahl, nämlich null, Gebilde F geben, welche diese Bedingungen 
befriedigen. Im besonderen kSmien aber die n Bedingungen Terferlglidi 
sein and im Widerqnmob mit anriehtigiNi Foormvlienmgen des Friimips 
▼on einer endlichen nnd Ton null Tersefaiedenen Anaahl Ton Gebilden F 
befriedigt werden. « 
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Beispiel. Es giebt i. a. keine Gerade, welche mit 5 beliebig 
gegebenen Strahlen des Ranmee imddant ist^ aber man kiim 5 Strahlen 
■eim adflhe Bpecifllle L^e erteilen, daCi ea eine oder dafii es swm eolcSw 
Oemden gieibt. 

<i. Ein zweiter Einwand, der sich noch immer nicht gepen das 
Prinzip selbst, aber schon gegen die vorangestellte SchubertBche 
Faaaung desaelbeii kdirt, benekt sich auf das Feliltti der TonHUsetzung 
im Wcwilaiite dea Prinzips, dafe sowoU die Gebilde F ab anch die 
Bedingnngen, toh denen im Primdpe die Bede ist, eine im Cantoraoiien 
Sinne des Wortes abgeseUossene Menge bilden müssen. Wird diese 
Vorau sua l itu ng unterlassen, so kann es beim Übergänge vom allgemeinen 
Falle zu Spezialfällen augenscheinlich vorkommen, daTs Grenzfalle von 
Lösungen des allgemeinen Falles im Spezialfälle nicht mehr als T.ösnngen 
mitzählen. Für solche Spezialfälle bliebe die Anzahl dem Schubertsehen 
Prinzip entgegen nicht erhalten, sondern erschiene vermin(Jert. 

Erstes lieispiel. Die Aufgabe, die Geraden zu finden, welche 
4 gegebene Strahlen des Raumes in 4 vernrhiidrurn Punkten treffen, 
hat im allgemeinen 2 Lösungen, wenn aber zwei von den vier Strahlen 
sich schneiden, nur eine. 

Zweit» Beispiel. Man hat die Änsahl der Pimhte «ungeben, 
velehe drei dnreh denselben Kegelschnitt gehende Fttehen 2. 0. außer- 
halb äims Kegda^hmUee nodi gemein haben. Ln allgemeinen Falle 
ist diese Ansahl — 2, sie ist aber — 1, wenn die drei IVMien einander 
in einem Punkte des Kegelschnittes berflhren, imd wenn die 

BexUhnnig in iwei Ponkten des Kegelsdmittes statt hat 

4. Eine dritte^ hu Wortlante des Prinzips von der Erhaltong der 
Ansahl nieht enthaltene, aber wohl stillschweigend hinmgedaehte YonniB- 

setzung besagt, dafs die Anwendung des Prinzips auf Fragen von 
älgdtraischer Natur beschrankt bleiben solle. Ohne eine ahnliche Ein- 
schränkung ist das Prinzip entschieden unrichtig. Aber es bleibt auch 
mit dieser ICiTiafttiiAnlmiig unrichtig, wie jetat erläutert werden aolL 

5. Mm kann die Frage aufwerfen nach der Anzahl Ton Gebilden F, 
welche Ton mehreren wohldefinierten Bedingungen eine erfSllen. Es 
können von diesen Bedingungen die einen so beschaffen sein, dafs sie 

einzeln von einer endlichen und Ton null verschiedenen Anzahl von 
Gebilflen F befriedigt werden, während die anderen von der in Nr. 2 
betrachteten Art sind, so dais einer belie})igen von ihnen wohl im all- 
gemeinen icein Gebilde F genügt, m passend gewählten Spezialfällen 
aber eine endlidie^ von null verschiedene Anzahl Für diese speziellen 
Fille stimmt dann das Prinzip Ton der Eriialtung der Ansahl mxM, 
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die Aiuahl dw aUgemeinen VtSäm bleibt nicht erbalieiiy aondflni eiböht 
nch um einen beetimmten Betrag. 

Erstes Beispiel. Man fragt uadb der Anzahl der (Geraden des 
Baomes, wekbe eniwetfer drei beliebig gegebene Strahlen nnd in^Mdi 
einen inllkfiriieh angenonunenen KegelBchnitt sehneidan, otbr 5 beliebig 
gegebene Strahlen treifon. Dieee AmaM iat «« 4, denn so Tiel QendiB 
giebt es i. a., welche zugleich die drei Strahlen imd den Eegelschnitt 
schneiden, während es i. a. keine Gerade giebt, welche die 5 Strahlen 
trifPt. Die ö Strahlen kann man aber speziell so annehmen, dnk sie 
einf der zwei Transversalen zulassen, und liegt ein solcher Spezialfall 
vor, so erhält man f) bez. 6 als die fragliche Anzahl nnd nicht 4, wie 
das Prinzip es fordert. 

Ztrrifrs Hrispiel. Dem trivialen, aber deswegen um so durch- 
sichtigeren ersten Beispiel lasse ich ein zweites folgen, das immer noch 
völlig durchsichtig ist und nicht mehr trivial genannt werden kann. 
Ich verdanke dasselbe einer gelegentlichen mündlichen Mitteilung meines 
yerehrten Frenndes E. Study.*) — Das Problem lautet: Wie viele 
Projektintlten trsnsformieren ein Quadrupel von Tier beliebig auf einer 
Oeraden gegebenen Ponktoi C, Ditti aicli selbst? Da durch eine 
solche PkojektiTitftt die Punkte A, B,C, D in irgend eine ihrer 41 — 84 
mOgliehen Anordnungen Ubeigeflllurt mrdiea kdnnten, ao letUDt das 
Problem dement.sprecliend in 24 Aufgaben. Von diesen Aufgaben haTien 
im allgemeinai Falle 4 eine endliche, von null verschiedene Anzahl 
von Losungen, nämlich je mif, die übrigen 20 aber keine Lösung. In 
besonderen Fällen haben aber auch gewisse von den 20 Aufgaben je eine 
Lösung, nämlich dann, wenn das i*uiil<tqiui(lrupel AUCT) harmonisch 
oder ae<iuianharnioni8ch ist. I. a. besitzt das Punkt(|uadnipel SProjektivi- 
täten in sich abgesehen von der Identität, nämlich die drei Involutionen, 
welche sich durch die drei mögUcheu Zerfällungen des Quadrupels in 
swei Passe beetinnnen; jedoch UUht sowohl ein hannonisehee als auch 
ein aeqnianharmonisehee Quadrupel im Widenprueh mit dem Prinzip 
Ton der Erhaltung der ÄUBahl als drei ProjektiTiüten in sieh in. 

6. Die IIofiTnung, den Einwand der letzten Nummer, wie die Irülieren, 
durdi eine einfache Änderung im Wortlaut des Prinzips bcseiiigcu zu 



1) Seit langer Zoit iii E. Study im Be^M tob Bsiipfelflii, welehe dem 
Prinzip von der Erhaltniig der Auahl widenpiedieii, «nch K Bohn besitzt solche 

Beispiele. Hilbert hat sogar die strenge Begründung von SrhiibortB Ab- 
zählungBer^'t liiiiBHen unter Reine nun schon berühmt gewordenen mathematischen 
Probleme aufgenommen. (VgL OOtt. Nachr. 1900 und dieses Arch. (3) 1.) — Der 
Binwaad ven Nr. t dfixfte jm Weiea Study aogehdten. 
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können, schwindet bei näHerer Überlegung. Der Fall, auf welchen der 
EtnwiBd msh iMsieht, erweist sich keineswegs als ein AusnahmefSBll, 
•ondenn er bst in gewin«iii Sinne umgekehrt «Is der reguläre, der all- 
gemeine Fall m gelten. Die Sache liegt «nfiuli folgendermaben. 

Werden «nem Gebilde F gewisse algebnusehe Bedingungen B auf- 
eilegl^ wvlohe m seiner Bestimmung nieht ansreidben, so bnmdien die 
diesen Bedingungen genügenden Gebilde F durchaas nidit ein System 
Hg Ton bestimmter Stufe (Dimension) d zu bilden, sondern — und 
dem Algebraiker sind diese Verhältnisse geUiufig — diese Gebilde können 
und werden im allgemeinen eine Reihe von Systemen verschiedener 
Stufen £j, „ bilden, wo 2?. (/ -r- 0, 1, . . ., ein System 

t-ter Stufe bedeutet. Föfft man jetzt den Bedingunf^en Ii noch solche 
von Parametern abhängende Bedingungen Ii hinzu, dals bei allj^emeiner 
Wahl der Parameter eine bestimmte, von Null verschiedene Zahl 
▼om Gebilden F den Bedingungen B und B' genügt, so haben wir genau 
dem in Nnmmer 5 besprochenen FsU Tor nns. Wir k&men nSm- 
lieb das Torliegende Problem folgendermaben formnlionsn: Wie yiele 
Gebilde gebören einem der Systeme S^, £4^1, ^ ^ ™<1 
befriedigen die Bedingung B*7 Ln allgsineinan wird es nur im System 
solche Gebilde geben und zwar in der Anzahl Nj im besonderen 
kann auch jedes der übrigen Systeme solche Gebilde enthalten, wodurch 
dann das Schubert sehe Prinzip verletzt erscheint. Das folgende ein- 
fache Beispiel setzt, wie mir scheint» die Verhältnisse, auf die es ankommt^ 
ins hellste Licht. 

J{risj)ifl: Das Problem lautet: Wie viele Punkt«* hat eine belie]>ige 
Ebene mit drei denselben Kegelschnitt enthaltenden, aber Hon.st beliebigen 
Flachen 2. 0. gemein? Die Antwort ist: stveif nämlich ihre beiden 
Sebnittponkte mit dem Eegelsdmttt Non hab«i aber die drei Burikdiat 
in allgemeiner Lage Tonnsgesetaten FUdicn neben dem Eegedadinitt 
noch swei Ptmkte gem«n. Wählt man die Ebene ao, dals sie durch 
einen Ton diesen beiden Punkten hindurchgeht, oder durch beide, so 
liegt offenbar ein Spezialfall vor, in welchem das gestellte Problem nicht 
zwei, sondern drei bez. vier T^ösungen besitzt. Hier könnte man Yiel» 
leicht, um das Schnbertsche Prinzip zn retten, auf den Einfall kommen, 
den zu den zwei Lösungen des allgemeinen Fallesi neu hinzugetretenen 
die Vielfachheit null zuzuschreiben. Wie a})er, wenn man den Spezial- 
fall vornimmt, in welchem die drei Flächen 2. 0. zm-i gemeinsainc 
Kegelschnitte haben? Jetzt hat das Problem vier Lösungen, und alle 
sind gleichberechtigt! 

Idi halte durch das Vorhergehende die folgende Sddnbfolgerung 
i&r gerechtfertiigt: 
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Das Schubert tdie Tiimip von i» BfMimg der Jn§akl^ als 
JMnt^ math e mai M er BeweikfSImmg, itt hrcmk, unkeSbar hnmk sogar 
m gtwiatem 8mne; altem ate keurisMiet Prinmp wm aUteit firieeiher 
Kraß wkd es ferMen m der WissensOiafl 

Mftrienbad in Bdlimeii, den 8. Oktober 1908. 



Über Breohnng und DispersioiL dM Lichts auf der Sonne. 

Von KPbinoshedi in Berlin. 

Den bedeutendsten Fortwchritt auf dein Gebiete der Sonnen- 
physik — seit der Entdeckung der Spektralanalyse — Tevdanken wir 
A. Schmidt 

Der Befand der epektralanaljtischen Sonnenbeobachtung erschien 
sehr klar und Tollkommen eindentig: die weiliig|1lhende niotoqddre 
— der ftr gewöhnlich allMn siditbare Somienball — nmgeben toh 
der aus leuditendeo Gasen bestehenden ChromosphSre, welche dem 
blolsen Auge nur bei totalen Sonnenfinsternissen sichtbar wird. Die 
Gase der Chrom ngpbäre berauben das durch sie hindurchgehende Photo- 
spbarenlicbt gerade derjenigen Strahlen, welche sie selbst aussenden. 
SiH fügen ihm dabei zwar Strahlen der gleichen Qualität bei, wie sie 
ihm nahmen, aber in viel ifcriiiwerer Intensität. Daher erseheinen die 
der Eigenwtrahlung der clirumosphäriselien Gase angehr^riiien Stellen 
des Sonnenspektrums dunkel auf dem hellen Grunde des imgeschwächten 
PhottMplübfenspektrums; wir sehen die Fraunhoferschen Linien dem 
hellen Sonnenspektmm sehwars aufgeprägt, eine Sehrift, in weleher 
die Gase der OiromosplAre ihre Ezistens, ihre diemisehe Natur ond 
ihre physikalisdhe BeeehalEmheit dem irdisehen Beobachter Terkflndeoi. 

Wurden wir das PhotoapUbranlieht allein auf den Spalt des 
Spektralapparates WM^en können, bevor es die Chromosphäre passiert 
hat, so würde ee uns ein ToUkommen nnnnterbrochenes kontinuierliches 
Spektrum zeigen, wie wir es bei unseren gebräuchlichen Tiichtqnellen 
/. B. der elektrischen Glfiblanipe oder der Petroleumlampe sehen. 
Könnten wir das Licht der < 'hrf»niosphäre allein ohne das ihm beigesellte, 
so viel stärkere Photosphiirenlicht untersuchen, so würden wir das 
für leuchtende (iase charakteristische Spektrum erblicken, helle Linien 
auf dunklem Grunde. 

Jenen FaU werden wir wohl nie TerwirUichen l^nneo, dieaea 
bietet vau die Natmr selbst dar bei den totalen Sonnenfinatenussein. 
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Im Momente der besamenden und der endenden TotalitiUi wo der 
Mondmnd die FhotoephSre gerade sn berfibien sclieint, selmeidet nne 
der H<md des PhotoqphSienlieht ToUkommen A, wihrend das licht 

der über ihn hinauBragenden Chromosphare angehindert zu |nne ge- 
hmgt. Daher erscheint in dieseu Momenten das blitzartig nur auf 
ganz wenige Selmnden aufleuchtende ^lash"- Spektrum, ein aus un- 
zähligen hellen Linien bestehendes Spektrum leuchtender Gase. Diese 
Erscheinunjsf wurde von jeher als glänzende Bestätigung der aus deu 
spektralanalytischen Beobachtungen folgenden K irchhoffschen An- 
schauung von der Konstitution <ler Sonne angesehen. Schlieist mau 
rieh dieser Anschauung an, nach welcher die Photosphäre eine weils- 
giflhende üsate oder flflMige Oberflaehe darstellt, so sind in der Tfaat 
die allgemeinen Soonenendieinungen ToUkommen erU&rt. 

Aber diese Theorie bieftet eine aneenin phyrikaliechai Begriffan 
YoUkommen imfiberwindliche Schwieri^eit dar. Ans der Farbe des 
SonnenlichteBy aas den nugehenien Energiemengen, welche die Sonne 
in den Weltraum hinansstrahlt, geht ohne Zweifel hervor, dafs die 
Temperatur der strahlenden Schichten sehr hoch sein mufs. Wir 
können jetzt mit ziemlicher Sicherheit sagen, dafs sie etwa 6000 — 7000° C 
beträgt. Das ist eine Temperatur, welche für die allermeisten, wo 
nicht für alle auf der Sonne nachgewiesenen chemischen Elemente ober- 
halb derjcuigeu {irenze liegt, welche man als die kritisclif Temperatur 
bezeichnet. Bei Temperaturen oberhalb der kritischen kann ein Stoß' 
nicht mehr neben einander im flüssigen und im gasförmigen Aggregat- 
snstsnd bestehen. Auch hier kann man ein Gas durch starken Dmdc 
00 weit komimmieren, dab es dw Dichte des flftssigen Znstandes nnd 
codi in manchen Benebnngen den Eigenschaften der ilflssi^Eeitm 
sich nähert, aber ee tritt niemals ein plotaUciher, sichtbarer Übergang 
swischen der guföxmigen und der flüssigen Phase ein, es kann keine 
raumliche Grenze zwischen Flüssigkeit vaad Gas, keine l'lüssigkeits- 
«berfiäAt auftreten. Eine scharfe Grenze zwischen einem flüssigen und 
einem gasformigen Teil der Sonne ist daher physikalisch schlechterdings 
unerklärlich. Diese Schwierigkeit, über welche die Sonnenphy.sik still- 
schweigend hinweggegangen ist, wurde beseitigt durch die Schmidt6T/i« 
SonnentJuoric. Sie erklärt die scharfe Abgrenzung zwischen der weifs- 
glühenden Fhotosphäre und der Chromosphäre imter der physikalisch 
vollständig verständlichen Annahme, daCs die Sonne ein leuchtender 
Gaeball mit Ton anJten nach innen kontinnierlich sonehmender 
Bidifee ist. 

Es ist mehr als wahrscheinlich, da& Gase bei grofier Dichte, wie 
rie die inneren Schichten der Sonne haben müssen, ein kontinuierliches 
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G^pektrum aniModen, wie feato und flftaage ESrper Ton ihnlicthur 
Dichtigkeii Wegen der yon Ort zn Ort Tariablen Dichte Sndart eidi 

auf der Sonne der Brechiiiigsexponent so, dafs er too innen nach 
aufsen hin abnimmt; das von den inneren Schichten aasgehende Licht 
wird sich daher nicht £jerftdliui<( fortpflanzen, sondern es wird — ebenso 
wie die in der Eni.itmrisphäre sieh bewef;^enden Lichtstrahlen — ge- 
krümmte Hahnen verfolgen, deren Konkavität nach der Seite des wach- 
senden Brechungsexponenten, also nach dem Mittelpunkt der Sonne 
hinzeigt Es wird also in der Sonne eine liefraktion auftreten, welche 
der atmosphärischen Refraktion auf der Erde Tollkommen analog ist 
Wegen des gro&en Durehmeuers der Sonne wird die &lhninnng der 
Liehtbahnen fllr die mittleren Zonen der Sonne grOiaer sein, als dki der 
größten Kreise dieser Zonen, ans ihnen wird in tangentialer Biehtiing 
gar kein lieht anstreten. Eine Sphfae — die kritiaehe — ist dadurch 
charakterisiert, dafs in ihr der Krümmungsradius tangentialer Lieht- 
strahlen mit dem Radius der Sphäre tibereinstimmt Ein einmal genan 
tangential verlaufender Strahl würde also diese Sphäre niemals verlassen, 
sondern dauernd ihre Peripherie umkreisen. Diese kritische Sphäre ist 
daher die äulsore Grenze desjenigen Teils der Sonne, von welchem aus 
dem inneren stammende Strahlen nach auTsen hin noch in nahezu 
tangentialer Richtung austreten können. 

Die aus den vom Mittelpunkte entfernteren Zonen tangential ans- 
tretoideii Strahlen stammen nicht mehr aas der inneren Gegend der 
Sonne, in wdeher weiÜ^tlheDde Gaae sieh befinden, sondern ans dem 
infieren Teil, weldber von den dftamen Qaaen der €3iromospld&re 
füllt isi Die kritische SphSre bildet also eine scharfe Grenae zwischen 
dem Gebiel> ans welchem das Licht des weüUenchtenden Sonneninnem 
zu uns gelang^ und den Gebieten, aas wdkshem nur Licht der ein 
Linienspektrum aussendenden Chromospharengase den irdischen Be- 
obachter erreicht. Der scharfe Sonnenrand, den wir erblicken, ist also 
nach der Schmidt sehen Theorie keine reale Grenze zwischen zwei 
ganz verschieden leuchtenden Teilen der Sonne, sondern eine optische 
Täuschung hervorgehniclit durch die Strahlenbrechung auf der Sonne. 
Wie grofs der Radius derjenigen Kugel ist, in welcher sich die dichten, 
weiisglühenden Gsae befindai^ wie aidi in der Gasmasse, deren Dichte Ton 
innen nach aoAmi hin st^a^ almimmt^ der Übergang der Idchtemission 
von den mit kontinnierlichem ^lektrom leuchtenden Gasen im Lmem an 
den mit linearem Spektmm leuchtenden Gasen der Ghromoqphin toU- 
zieht, das sind Fragen, welche der Lösung noch harren. Wieweit die 
Schmidtsche Sonnentheorie richtig ist, darüber sind gewifs verschiedene 
AnsichtMi möglich; ab«r sicher ist sie bisher die einzige Theorie^ 
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welche die aUgemeineii Enehmirangeii der Soodb ▼oUkommen erkliit 
ans Annahmen, die nii^^ds im Widenq;>radk ttehen sa bekamiteii 

physikalischen Wahrheiten. 

In der Schmidtschen Theorie spielt die Dispersion nur eine 
sekundäre R(jlle. Die im allgemeinen sehr kleine Dispersion der Gase, 
deren Brechungserponf'nt für alle Strahlen sehr nahe gleich Eins ist, 
würde zxir Folge haben, dafs der Durchmesser der kritischen Sphäre 
für die verschiedenen farbigen Strahlen ein wenig verschieden ist. Doch 
ist diese Verschiedenheit wohl zu gering, um wahrgenommen za werden, 
wenigstens bo lange man die üniermichnng anf das aichtbare (Gebiet 
des Spektmma beaduinki. 

Aber ein Gaa^ deaaen Spektrum in Smiaaion nnd Abaorption dnzeh 
aehaxfe Linien eharakieriaiert iai, beattat nidit Ar alle Strahlen dieae 
allgoneine^ geringe Bveehuig und Diaperaitm; aondem fSr aolehea Lieht» 
deaaen Schwingnngsdauer deijenigen der Spektrallinien dea Ghaes un- 
mittelbar benachbart ist, können gans andere £rBcheinmigen anftreten^ 
nämlich die der anomalen Dispersion. 

Die Geschichte der anomalen Dispersion der Gase ist sehr eigen- 
tümlich. Die erste Substanz, an welcher die Erscheinung der anomalen 
Dispersion überhaupt beobachtet wurde, war ein Gas, nämlich der Jod- 
dampf. Die erste Beobachtung, welche darauf hindeutet, dafs dieser 
Dampf merkwürdige Brechungseigenschaften beaitz^ machte Le Roux^) 
im Jahre 1860. Im Jahre 1862 konnte Le Bonz*) mit aller Sieher- 
heit anatprecben: „La vapeur dHode diaperae la Inmiire en aens inrerae 
de tontea lee aubatancea ^di^ jnaqn'iei, e^eaNk-dire qn'on piame 
rempli de Tapeor d'iode rä&aete lea xajona roogea d'nne qnantittf plna 
grande que les rayons bleus.'' Obwohl er die Ftariaer Akademie auf die 
Merkwfirdigkeit dieeor Endieinnng anfinerksam machte, welche schon 
er als anomale Dispersion beseichnete, bUeb seine Beobachtung doch 
lange vereinzelt und, wie es scheint, wenig bemerkt. Erst nachdem 
Christiansen 1K70 die anomale Dispersion einer Fuchsinlösung ent- 
deckt hatte, wurde die Bedeutung dieser Erscheinung durch A. Kundt 
aufgeklärt. Mit dem scharfen Blick für den theoretischen Zusammen- 
hang der Dinge, welcher diesen grofsen Experimentator auszeichnete, 
hatte Kundt') schon früher erkaimt^ dab aohdm Körper, welehe Ober* 
flicfaen&rben aeigen, welehe alao anageaeichnete Maxim* der Abaorption 
nnd Beflezion beaitaen, anch nngewGhnliohe Brechnngaeigenaehaften haben 
mflIMen: Jbh Teimntete in dieaen K5rpeni den aOgemeuieten Fall der 

1) Le Renz. Comptea rendus 51, 171—172, 1860. 

%) Deiwibe. flnd. 1S6— IM, 186S. 

8) A. Knndi. Pogg. Amt 168—171, 1871. 
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Duptxmon, bei dem dm BreehmigMixiKmeiift ttr abnehmoido Wdkn- 
liogen in Lnft in den Efifpeni nicht nnr beliobig wa- und abnehmen, 

sondern auch ein oder mehrere mal kleiner als eins werden k5nne^. 
Eundts Bemühungen, diese Teimnteten Anomalien der Brechung mit 
Hilfe von Interferenz-ErscheiniingeTi sichtbar zu machen, mifslanpen. 
Sobald aber die Christi an sensch« Entdeckung bekannt wurde, gelang 
es Kundt, dip auoniale Dispersion für eine grofse Anzahl von Sub- 
stanzen mit ( HierHächenfarben direkt nachzuweisen. Eh ist zu vermuten, 
dafs er aut die Idee dieses direkten Naehweises schon f rüher gekommen sein 
würde, wenn ihm die Le Roazsche Beobachtung bekannt gewesen wirt. 

Knndt wandte bei aeinen Verandifiin die adum Ton Newton 
benntste Methode der gekrMustan Spektren an, weidie den Verianf 
der Brechung mit der Wellenlinge unmittelbar zur Anschauung bringt 
Er kam zu dem Resultat, dals die Brechongsexponenten in der Nach- 
barschaft der Absoiptkmslinien au fserord entlich zunehmen, wenn sich 
die Sclnvingungsdaner durch allmähliche Abnahme derjenigen der 
absorbierten Schwingungen nähert. Nähert man eich den absorbierten 
Schwingungen dagegen durch allmähliche Zunniime der Schwingungs- 
dauer, so nehmen die BrechungsexjMiuenten aufserordentlich schnell ab, 
und zwar so, dals die Wellen gröfserer Schwingungsdauer, welche 
durch das Absorptionsband von jenen kleinerer Schwingungsdauer ge- 
trennt sind, stärker abgelenkt werden können, als die letzteren. 

Der Ton Knndt theoretiseh Tennntet» ' und eiperimentell naeh- 
gewieaene Znaammenhang zwischen Bredrang nnd Abaorption ist die 
Grundlage aller neueren DispersionstheorieiL geworden. Sie al]% sowohl 
diejenigen, weklie auf dem Boden der ündnlationaiheorie stehea, ala 
aneh diejenigen, welche von der elektromagnetiaehen Theorie des Lichta 
ausgehen, machen veranlafst durch dieeen Zusammenhang die Annahme, 
dafs die Brechung des Lichts auf einer Wechselwirkung zwischen dem 
Äther und den ponderablen Molekülen beruht, so dafs die Ather- 
bewegiingen von den körperlichen Molekülen beeintlul'st werden. Aus 
dieser Ansrhauunti ergiebt sich, dafs nur solche Absorptionsstreifeu 
einen starken Kintiuls auf die Dispersion ausüben können, welche Eigen- 
schwingungen der Körpermuleküle entsprechen, welche also scharf aus- 
geprägt und sehr iatensiy sind. 

Niigends aber sind die Abaoiptionalimeii aeUbÜBr ausgeprägt, ala 
bei leoidktenden Gaaen, z. B. Natrinmdampf, und ea Utte daher sehr 
nahe gdegeai, bei ihnm anomale Diapenrion an vennutan und an anehen. 
Und in der That weiat Knndt*) 1872 bei der ErwShnnng der Le Konz- 



1) A. Kundi Pogg. Ann. 144, 128—187, 1879. 
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mIimi Beobaohtniig dwinf Idn, dds inomalff Dispersion bei leuchtenden 
Qaaen wahrscheinlich seL Er fQgt hinzu: „Ob es aber jemals ge- 
lingen wird, die Brechungsanomalien an jedem der onidnen Absoip- 
tionsstreifen der (rase und glQhenden Dämpfe, von denen einzelne eine 
so grofse Anzahl von sehr schmalen Absorptionsstreifen zeigen, nach- 
zuweisen, mufs dahin gestellt bleiben''. Erst 1880 machte Kundt') 
ganz zufällig, als er den VorlesungsTersuch der Umkehr der Natrium- 
linien anstellte, die Entdeckung, dafs der leuchtende Na-Dampf ui 
unmittelbarer Nachbarschaft der D-Linien anomale Dispersion zeigt 
8r lieb des Lieht einer Bognlampe dnroh eine Bmisenflunme hin- 
durchgehen, in weldier er metriliiwihee N* verdampfte, oad «itwwf 
ein objektiTee Spektmm ds?oii nof einem PrejektimuwwhiTin. 'Dabei 
beobachtete er die in Fig. 1 wiedei^|egebeae Bieeheinong, mid er^ 
klärte sie durch die anomale Dispersion des Na-Dampfee, welcher 
in der flamme eine pnamatiaohe Gestalt mit honaootaler breehender 




Kante hesafs. Als notwendig für das Gelingen des Versuches bezeichnete 
es Kundt, dafs der Dampf eine grofse Dichte besitzt, so grofs, dafs 
die Absorptionwlinien stark verbreitert sind und der ganze Zwischen- 
raum zwischen den beiden D-Linien im Absorptionsgebiet liegt. Durch 
diese irrtümliche Ansicht wurde er verhindert, die sehr interessante 
Erscheinung der anomalen Dispersion im Grebiete zwischen den beiden 
2>.Lmiai naehmweiBett. Das gelang erst H. BoequereL*) 

Er benntate die Anordnung der gelxeiizten Spektren in üiklgender 
Form. Doreb eine Linse wurde das Bild dea poeitiven Kraters einer 
Bogenlampe auf den horiiontalen Spalt einee Spektralappantea geworfen. 
Die dnrdi die KoUiniatorlinse parallel gemachten Strahlen passierten 
anstatt eines Prismas eine Bunsenflamme^ in welche auf einem dtlnnen 
rediteckig gebogenen Platinblech an passender Stelle ein Natriumsalz 
eingeführt war. Durch das Blech nimmt die Flamme die in Fig. 2 

1) A Kandi Wied. Ann. 10, Sil— aw, 1880. 

S) H. Beoqnerel. Comptes rendus 187, 647—4161, 899—904, 1898} IM, 

145—151, 1899. 

Andtiv der M«Uira»tU und Phjriik. III. H»lh^ IV. 91 
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dttgetfcaUte Gestalt an; die sidinffierteii StdOlen bedentoi swei Ton 
gtflhendem Na-Dampf gelb gefiribte Teile der Flamme, weldto eiiie 

doppel-prismatische Gestalt haben. Mit Hilfe des Beobachtungsfern- 
rohrea, deaaen Okular heransgeschraubt war, wurde nun ein Bild dea 

horizontalen Spaltes auf dem vertikalen Spalt eines 
zweiten Spektralapparates entworfen, bei welchem das 
Spektrum mit Hilfe eines Rowlaadschen Gitters er- 
zeugt wurde. 

Die beobachtete Erscheinung zeigt Fig. 3. Geht 
das Lidit dudi denjenigen Teil der prismatischen 
Ftammon, bei weloihem die horiiontale btedmide Kute 
oben liegi> ao werden die SteaUen mit efewaa gröberar 
WeUenläoge da Dg und naeh imten, die Stnhlen 
mit elwaa kleinerer Wellenlänge ab D, and D, naeh 
oben abgelenkt. Dieser Fall ist in Fig. 3a so dar- 
gestellt, wie man ihn in dem Beobaohtungsfemrohr des zweiten Spek- 
tralapparates sieht, also umgekehrt. Die durch die untere Hälfte 
der Flammenpiismen herroxgebrachte Erafiheinnng, bei welcher die 




Fig. S«. 




brediaide Kante unten liegt, seigt Fig. 8b. Dieae Beobachtungen 
lehren, dab der Brechnngaindex d«r an die Linie nnd D, nach rot 
hin aieh nnmittellwr anaohlielaenden Gebiete nngewöhnlidli grols ist, 
derjenige der nach fiolett lun gelegenen Gebiete ungewöhnlich klein, 
kleiner als 1. Das enge Spektralgebiet zwischen beidMi Z)-Linien 
nimmt daher die eigentümlich gekrümmte Gestalt an. 

Noch näher an die 7) -Linien heran als Becquerel konnte 
W. H. .lulius') mit der analogen Versuchsanordnung die anomale 
Dispersion des Natrinmdampfes verfolgen, die am meisten abgelenkten 
Strahlen des Spektrums in unmittell)arer Nähe der 7>-LLnien gingen 
bis dicht an diese Linien heran, die Differenz der Wellenlängen zwischen 
den InliMratett AualinfBiii dea abgeloikten BogenlampenUehtl nnd den 
IMiinien aelbat betrog nach aeinen Heaaungen weniger ala 0,01 /if». 
Dm Ton ihm beobachtete Spektcalbild iat in Fig. 4 wiedelgegeben. 



1} W. H. Jnlins. Fliyi. Z.-8. 8, 848— S6S und 86T— 8<0, IWl. 
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Für die HanptiibMcptiondiiuui der andereii Elemente geUmi die 
ißeiehen dieosetiBchen Gründe tOx des Vorliandensein d«r aoomalen 

Diq^enion wie für das Natritun, und es ist wohl keine zu küline 
Hypothese, daCs bei ihnen allen anomale Dispersion vorhanden iat. 
Nachgewiesen ist eine solche bis jetzt anfiier bei Na nur bei Tl und 
Li. Dabei wird wahrscheinlich die Grofse der Dispersion für die ver- 
schiedenen Elemente und für verschiedene Linien des gleichen Elements 
sehr verschieden sein. So ist schon bei Na deutlich zu sehen, dafs 
die anomale Dispersion bei der Linie Z), grölser ist als bei D^. 




VI«.«. 



Ebenso wie eine prismatische Qeetalt dee Gases mub eine TOn 
Ort zu Ort veränderliche Dichte wirken, nnd zwar ist eine von unten 
nach oben abnehmende Dichte einem Prisma SqiiiTBlenl^ denen brechende 
Kante horizontal und oben hegt. 

Von der grüfsten Bedeutung für die Sonnenphysik sind die Schlüsse, 
welche Juliu.s aus diesen Beobachtungen zieht. Denken wir uns einen 
Beobachter, der mit seinem Spektralapparat so weit von der Na Flamme 
entfernt ist, daüs er nicht die ganze in Fig. 4 dargestellte Erscheinong 
m überbUdEfln Tennag, sondem nnr einen Teil dsiron. Diesem Be- 
obediter wird es sebr schwer feUen, die Erscheinongeii, die er sieh^ 
richtig sn cddlraL 

Wenn «r onr den swisdien den htnisontslen Linien a und Oj 
liegenden Teil der Erscheinungen sieht, so hat er ein Spektmm Tor sich, 
in wdohem die JD-Linien als sehr breite donUe Banden aosgebildet sind. 

«1* 
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Er wird walusehnnlidi miiMihinwii dab dieM dunklen Banden ?erbieitnrte 
AbflOiptiongliniem sind, dalli also das hier iblilende Lidit dnndi Na-Dampf 
▼on grolmr Dichte absorfaieit worden ist Und doch iai, wie wir wiB8e% 

dieses Licht in WirkUehkeit nieht absorbiert worden, sondern es ist 
durch Breehnng an einen anderen Ort gelangt, nämlich zwischen die 
Linien a und c, resp. und c^. Die anomale Dispersion kaum uns 
also eiiv Verbreiterung von Abnorptiimslinien rortäusrheti. 

Im Spektrum der SimvmfhHm nun sehen wir die Kraunhofer- 
scheu Linien teilweise selir stark verbreitert, so daß ganze Teile des 
Spektrums wie weggelüsebt erscheinen. Während ein Teil der dunklen 
Linien nahe das gleiche Ansehen zeigt wie im Spektrum der normalen 
Photoephire, sind andeve Linien &si gana nnaidttbar, und Linien 
werden stark nnd breit, wdehe sooat sdiwaeh nnd dtinn sind. Bisher 
hat man alle dieee Erseheinnngen als Abs(ffptionsror|^bige betrachtet 
nnd darauf aurfiokgefllhT^ dab in dea Sonnenflecken einige Snbstanaen, 
deren Linien stark yerhreitert sind, in besonders grober Dichte vorhanden 
sind, während die übrigen teQs normale, teils eine geringere Dichte be- 
sitzen, als in der vmgebenden Sonnenatmoephare. Aber yielleicht be- 
finden wir uns hier in der Lage des ohen angenommenen Beobachters, 
vielleicht beruht die beobachtete Verbreiterung der Fraunhoferschen 
Linien nieht auf Absorption sondern auf anomaler Disju rsion, und das 
fehlende Licht ist nach Stelleu hiugebrochen worden, wo wir es nicht 
sehen. Dann müTsten wir annehmen, dafs die Sonnentlecken Stellen 
sind, an welchen die Dichtigkeit der gasförmigen Sonnenmaterie von 
Ort SU Ort stark Tariieri Eine aolche DichtigkeitBinderung — nnd 
iwar sunehmende Didite von innen nach auben — würde sich s. B. er- 
geben, wenn man die Flecken ab Wirbelbewegungen in der Sonnen- 
atmosphlre anfbbt^ wie Faye, oder als stark absteigende SbrSmungen, 
wie SpOrer. Aus dieser Annahme würde sich nach der Schmidtscbeil 
Sonnentheorie auch die Lichtrerteilnng in den Sonnenflecken, der Kem- 
und dar Halbschatten, erklären lassen. 

Wenn nur derjenige Teil der ErscheiBung (Fig. 4 i in das Gesichts- 
feld gelangt, welcher zwischen den Linien und c resp. />, und r, liegt, 
so wird der Beobachter zwei feine helle Linien sehen, die in unmittel- 
barer Nähe der 2>-Liuien liegen und nur mit grofser Schwierigkeit von 
diesen zu unterscheiden sind. Sehr wahrscheinlich wird er glauben die 
JD-Linien selbst an »blicken und Iiicht Tor sieh «i haben, welches als K igen- 
lieht Ton leuchtendem Ka-Dampf ausgesendet wird. Die momale Lispersim 

Licht) daa wir sehen, nicht von Na-Dampf emittiert wird, sondern Ton einer 
mit kontinuieilidiem Spektrum leuditendan Strshlungsquelle herrflhrt. 
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Auf der Sooiie Mhen wir ein vom ImUaii Linieii beatehendeB Spek* 

tmm einmal als du oben erwähnte Fleebspektrum, dann als Spektrum 
der Clironiosphare und der Frotabenuizen. ObwoU kein Zweifel besteh^ 
dafs in der Chromospbare auch leuchtende Gase vorhanden sind, so 
wollen wir doch einmal versuchen, diese Erscheinungen unter der An- 
nahme zu betrachten, dals das von uns boobachtete Licht nicht das 
Eigenlicht der leuchtenden (iase ist, sonderu ganz oder wenigstens zum 
gröfsten Teil aus dem weifsleuchtenden Sonneninncru stammt und durch 
anomale Dispersion so gebrochen ist, dafs wir es aufserhalb des scheinbaren 
Sonnennndee mSmo. 8ti ZZ (Fig. b) die krititche SpUb», so wird 
im all^^eineii mn Idolitstnlil, der bei ^ nahe taiq^ential am ihr 
austritt auf dem infol^ der aUgiemflinen StraUeiilifeduiiig sehwaeh ge- 
krflmmten Wege ÄO nach 0 gehngen, wo der Beobachter sieb befinden 
mSge. lat Uber Ä eine glühende GktfmasB^ z. B. Na-Dampf, von un- 
gleicher Dichte^ so wird dasjenige Liehf^ deiaen Schwingongszahl den«i 




Fig. 6. 



der Spektnllinien des Chme sehr nahe liegiv s. B. das den i>-LinieD be- 
nachbarle Lichta infolge der anomalen Dispersion eine st&ikere Ablenkung 
erfidnen als das fibrige Idchi Es werden also von diesen Wellenlangen 
Sinlden von h nach 0 gelangen, welche die kritische SphSre nahe 
tai^{ential etwa in B verlassen haben, in einem Fonkte, Ton welchem 
das gewöhnlich gebrochene Licht nicht nach 0, sondern nach 0' 
wandert, dem Beobachter in 0 daher unsichtbar ist. Dieser wird also 
über dem scheinbar durch die kritische Sphäre ZZ begrenzten Sonnen- 
ball ein Gebiet sehen, welches ein helles Linienspektrum zeigt. 

Das Chromosphärenspektrum ist im allgemeinen desto emtacher, 
desto ärmer an Linien, je weiter wir uns vom Sonnenraude entferflßn, 
am linieureichsten ist das Flashspektrum, welches den unmittelbar an 
den Sonnenrand angrenienden TeQen an entstammen seheini Bei der 
alten AuffiMswng, dals es rieh anssdiliefididh um Emissionsspektren 
leuchtender Gase handelt, mub man daher annehmen, dab die ver- 
sdiiedenen Subetsnsen in der Ohromosphare sefaiditenweise fiber einander 
liegen. Wenn wir dagegen das GhromosplArenlidit weeenÜioh eis 
durdi anomale Dispenion uns aogesandtes Phototph&renlieht ansehen, so 
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können wir uns die gasförmit^e Sonnenmat^rio im wesentlichen als ein 
chemisch homogenes tiemisch vorstellen, ein Produkt vollkommener 
Diffusion. Dies erscheint als ein grofser Vorzug der .luliusschen Auf- 
fassung. Bei ihr ergiebt sich die Thatsache, dals die verschiedenen Linien 
des Cbromosphärenspektrums m verschiedener Entfernung vom Sonnen- 
rande sichtbar sind, als mn» Folge dar Ttnchiadan starken anomalui 
IHsparsion, der Tenehiedflnen absolnien Dichtigkeit und daher Ter^ 
ediiedenen DiehtigkeitBftndening d«r euuelnen mit euunder genusohten 
Stolfo. 

Wie ein Blidc auf Fig. 4 Migt, mflasen die durch anomale Dis^ 

persion entstandenen Linien naoh dem Sonnenrande hin dicker werden 
und in der That haben die Chromosphärenlinien eine eigentümliche nach' 
oben bin zugespitzte Gestalt. Fem er ist es fast allen Beobachtern auf- 
gefallen, dal's die hellen Linien des Flashspektnims zwar im allgemeinen 
den Fraunhoferschen Linien entsprechen, aber doch einen anderen 
Charakter in Bezug auf ihre relative Intensität und auf ihre Lage nu 
Spektrum haben. Dies würde sich nach der Juliusschen IIy[>othese 
ohne weiteres erklären. Da femer lokale Dichtigkeitsabnahmen sowohl 
▼om Sonneninnem nach aafsen hin, als aneh — wenn aneh wahrschein* 
lieh etwas weniger Iwufig — von anlhen nadi umen Torkommen wexden, 
so werden sowohl die SiaEahlen, deren Brecfanngsindex nnge- 
wöhnlidi groß ist, als aneh die, deren Brechnngmndwr erheblidi 
UenMr ist ala 1, naeh Axt des Strahls BhO (Fig. 5) gebrochen werden. 
Daher hat Julius schon in seiner ersten Abhandlung darauf aufmerksam 
gemacht, dais die Chromosphärenlinien eigentlich als feine Doppellinien 
erscheinen müfsten. Später ist es ihm gelungen*), auf Photographien 
des Flashspektrums, welche die holländische Expedition zur Beobachtung 
der Sonnenfinsternis vom 28. 5. 1901 auf Sumatra aufgenommen hatte, 
eine Verdoppelung sänitlit her Chromosphärenlinien zu entdecken. Nach 
alledem muls man sich der Juliusschen Ansicht anschliefsen, dafs es 
mindestens möglich ist, alles Chromospbäreulicht als abgelenktes Photo- 
sphazenlMdit anftofiMsen, wenn andi die HSglidiMt nicht aosgesehlossen 
ist, dals aofterdem noch Eigenlioht der GhromosphSxe an ans gelangt 

0 Wenn endlich nnr der awisehen den Linien a und resp. nnd 
(Fig. 4) liegende Teil der Erscheinnng snr Beobachtung gelangt, so 
sieht man swei helle, ziemlieh breite, gekrflmmte Linim, deren Lage 
im Spetktrum von der der i)-Linien wenige aber merklich abweicht Wie 
würde ein Beobachter, der nichts Ton anomaler Dispersion wmfs, die 
gesehene Erscheinnng erklären? 



1) W. H. Julia«. Physik. Z. S. 8, 164—168, 1902. 
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Auf der Sonne sehen wir hinfig lolche verschobeue und gekrOmmto 
Linien im Spektrum der ChromoBphäre, der Protuberansen und in 
der Nähe von Sonnenfleoken. Für sie gab es eine sehr einfache und 
wie OS schien eindeutige Erklärung durcli das Doppiersche Prinzip 
nach welchem die Linien eines leuchtenden Gases im Spektrum nach 
der violetten Seite hin verschoben sein müssen, wenn das Gas Hich 
uns mit grolBer Geschwindigkeit nähert, nach rut lim, wenn das iina 
•kh Ton nat eutfinnk Man aclilofir dahor ans 4«r Venchiebiuig der 
SpektnUinion anf aehr Bchnftlle Bewegungen der leoehtenden GasmaaMii 
anf der Sonne, nnd ans der GröJae der Yeraehiebimg konnte man die 
Geaqihwindigkeit der Bewegung bereehnen. Diese Bereehnnng aigeb 
für die Protubermaen hinfig Geechwindi^^ten bis an meihr ala SOO, 
in einxelnen Fällen sogar bis zn 500 km in der Sekunde. Dieae na> 
gelienren Zahlen nnd der Gegenstand grofaer Yerwnnderung gewesen, 
80 spricht Roscoe von der „beinahe unglaublichen Heftigkeit, mit 
welcher die Bewegungen in der Sonnenatmosphäre auftreten", aber 
man hat doch an sie geglaubt und muTste wohl oder übel an sie glauben, 
so lange man keine andere Erklärung für die Verschiebung der Linien 
hatte. Das Doppiersche Prinzip, au dessen Richtigkeit nicht gezweifelt 
werden kann, löste das optische Problem der Luuen Verschiebung zwar 
ToUkonunen, aber ee aetafce an leine Steile ein mechanisches Pkroblem, 
walehee unseren physikalischen Begriffon ab TolMndig unlOsbar er- 
sdieini Denn woher sollen diese nngelieuren Qeediwindigkeiten 
kommen? Explosionen, welcbe doreh pldtaliche AnalSenng labiler 
ehemisoher Krafte hervorgebracht werden, sind in dem Qasoaean der 
Sonne wohl ausgeschlossen. Es bleibt alao nor die Annalune plötz- 
licher Ausdehnung fibrig^ welche durch eine gewaltige lokale Temperatur» 
Steigerung hervorgebracht wird. Der für die Erreichung grofser Ge- 
sehwiudigkeiten günstigste Fall wäre dabei der, dafs ein Gas aus 
einem geschlossenen Raum durch eine kleine Oflöiung in das Vacuum 
ausströmt. Die maximale Geschwindigkeit, welche die Gasmasse als Ganzes 
dabei erreichen kann, wird durch die Grölse gegeben, welche man in der 
kinetischen Gastheorie als die wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Gas- 
molekflle bezeichnei Diese würde fttr Wasserstoff den Wert von 200 km 
pro Sekunde aber erst bei einer Temperatur nok 4800000'' G erreichent 

Aua der anmnslen Dispersion erUftren sidi die yersehiebungen 
der SpektrslUnien gsna Ton selbst, ja die hellen gekrümmten Linien, 
welehe hinfig in unmittelbarer Nahe der Sonnenfleoken auftreten, können 
ungezwungen als ein Teil desjenigen Lichtes aufgefafst werden, welches 
im Spektrum der Sonnenflecken an den Stellen der scheinbar Tor- 
breiterten Absorptionslinien fehlt. 
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Auch die VenemiBgeii und Verachiebuugen der dunklen Fraun* 

hoferschen Linien, wie sie manchmal in Her Niihe von Sonnenflecken 
und in der Nähe des Sonnen randes auftreten, lassen sieh ohne Zwang 
als R^fraktionsanonialicn auflassen. 

Aber die Linienverschiebimgen sind nicht das einzige Phänomen, 
aus welchem man auf so ungeheure Geschwindigkeiten der Sonnengase 
geschlossen hat. Bei den Protuberanzen sieht mau im Telespektroskop 
direkt Änderungen] der G^talt und des Ortes, welche auf sehr grofse 
Bewegungen difiMT Olqekfce luowflymL Ei wttdin hi«r lllr £e 6e- 
■ehwindigkeiten in Bichtiuig senkrecht nun yia<»inadivs Zahlen Ton 
der Richen nngahearen €h(0iäe gefanden, wie sie sidi für die Geschwindig- 
keit ün Yittoiuradias ans dem Dopplersehen Prinsip eigeben. Dabei 
tritt hinfig, — darauf macht Julius anfinerksam — ein ganz nner- 
küclicher, sprunghafter Wechsel der beobachteten Geschwindigkeit ein. 
go nahm bei einer von Fenyi am 15. 7. 1889 beobachteten Prota- 
beranz im Verlauf von 10 Minuten die Geschwindigkeit die Werte von 
72, 6, 65, 24, 154 km in der Sekunde an! Diese direkt heoHaehteten 
Bewegungen hätte man wohl nicht als wirkliche Bewegungen betrachtet, 
sondern durch einen schiieJleu Ortswechsel des leuchtenden Zustantles*) 
erklärt, wäre die Linien Verschiebung nicht gewesen, für welche keine 
andere Erklärung vorhanden war, als die, dafs es sich um wirkliche Be- 
wegungen handelt. 

Naehdem die Jnlinssohe Hjpothese eine andere, plaasiblere Er- 
Uirang der LinienTerschiehang gestatte^ kSnnen wir anoh die direkten 
Protaberamenbewegongen als sdieinbare betraditen. Im Anschlnfs an 
die Helmholtssche Theorie d«r Lnftweilkn in der ISrdsimoflphare hat 
R. Emden^ eine Theorie der Some gegeben, welche die Sonnenflecken 
als Wirbel aufTaTst^ die in gewisser gesetBrniTsiger Anordnung durch das 
Zusammenwirken der Wärmeausstrahlung und der Rotation der Sonne 
entstehen. Während Emden aber die Sonne als eine begrenzte Kugel 
behandelte, faTst sie Julius*) als kontinuierlichen Gasball im Sinne 
der Schmidtschen Theorie auf und betrachtet die Protuberanzeu als die 
durch ihre anomale Lichtbrechung sielitbareu Teile der Wirbel oder 
^chaumwellen" des SonueuoZeaus. „Wenn also eine l*rotuberaiiz uuf 
Bosteigen scheint, bedeutet dies nur, daGi die Brandung sich an ver- 
scfaiedmen Stellen nadi einander zeigt Die unteren, dem Bande nSheren 
Partien werden nach Ansgleiehung der in den Wirbeln beetehenden 



1) Vgl. s. B. C. A. Tovng: Die Sonne. Leipzig 1888. p. 108. 

2) R. Emden Ann. d. Physik. 7, 176—197, 1902. 

3) W. H. Julius Phjs. Z. S. 86—80 und p. 188—186, 1808. 
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Dichtigkeitranteraehiede wkdnr unsichtbar, höhere Partien, wo die 
Wirbohiiig im allgemeiBeii ipSter eintritt, leuchten auf, und weil es 
also nicht die nimlidie Msterie ist, wekbe mui in den aufeinander^ 
fo^{enden blasen einer Protoberans erblieU^ sondeni weil immer andere 
Teile der Gaamaaae dnndk anomale Diapcision sichtbar werden, giebt 
es gar kein Aufsteigen mit riesenhafter Geschwindigkeit." 

Ob diese Theorie richtig ist, und ob ein so schnelles Fortschreiten 
der Wirbelung und Brandung auf der Sonne wahrscheinlich ist, möge 
dahin gestellt bleiben. Jedenfalls aber bietet die Annahme der ano- 
malen Dispersion auch ohne eine so spezielle Hypothese über die Natur der 
Protuberanzen eine einfach»» Erklärung der scheinbar so sclmellen Orts- 
änderungen. Denn l)ei der gekrümmten Bahn der Lichtstrahlen genügt eine 
kleine Änderung deä Dichtigkeitegefälles in Gröfse oder Richtung, um 
den an einer Stelle anomal abgdsnkten Strahlen m den entftniteiren 
Teikn der ungleich diditsn Oasschioiht gans andere Bahnen ansonraiaen 
als Torher und sie in einer mexUich geSnderten Bichtong dem Fem- 
rohr des Beobachtars snznf&hren. 

VieUeieht die rätselhafteste Thatsaehe der Sonnenphysik ist die^ 
dafs im Spektrom derselben Protoberanz oder derselben Stelle in der 
Nähe eines Sonnenflecks nidit nmr die Linien eines Elements starke 
Verschiebungen und Verzerrungen zeigen, wahrend die Linien der anderen 
Elemente unverschoben sind, sondern dafs auch die verschiedenen Linien 
eines und desselben Elementes mitunter ein ganz verschiedenes Ver- 
halten zeigen. Einige ersobeinen in ihrer gewöhnlichen geraden Gestalt 
an ihrem richtigen Platze im Spektrum, andere sind verzerrt und ver- 
schoben. Diese Erscheinung glaubte Lockyer nicht anders erklären 
an kSnnen als dnrcb die sehr ktthne und radikale Hypothese, dab aof 
der Soime die Atome uuwrer dumischen Ekmente dknoaiiert sind, daB 
sie in üratome aeilegt sind. Was aUen Bemfilmngen der ixdischen 
Ohemiker bisher nicht gslnngen ist, die chemisehan Elemente in ain- 
Ihchere Bestandteile wa zerlegen, das soll auf der Sonne infolge dar 
hohen Temperatur von selbst eingetroten sein. Auch zur Erklärung 
dieses verschiedenen Verhaltens der Terschiedensn Spektrallinien giebt 
die Juli US sehe Hypothese zum wenigsten die j)rjnzipielle Möglichkeit. 
Die Erklärung gestaltet sich am einfachsten, wenn man aimimmt, dafs 
^in Teil der sichtbaren I^inien der Eigen Strahlung der Gase augehört, 
ein Teil durch anomale Dispersion erzeugt ist. 

Die Berücksichtigung der Brechung und Dispersion auf der Sonne 
ist somit im stände den gröDsten Teil der auf der Sonne beobachteten 
Erscheinungen einftch und eiaheitUeh m «tUSran, ohne sich irgendwo 
in Widersprach mit bekannten physikalischen Thatsadien m setasai. 
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In diMer Bariehimg iit die neue Thenie aUin Mhami AnadummigBa 
Aber dM Wesen der Sonne und ihrer FUbtomene wemmtlinh fllieriegen. 

Aber noch irt mne grofse Arbeit zu tlmn, ehe sich entscheiden läfst, 
wie weit die neue Ansehuiimg im stände ist und genügt, alle Einiel- 
heiten der Beobachtung yeratandlich zu machen. Dafür können einer- 
seits Versuche im Laboratorium herangezogen werden, welche uns die 
anomale Dispersion der Gase genauer und bei einer ^röfseren Anzahl 
von Elementen kennen lehren als bisher, andererseits lassen sich aus 
den Grundlagen der Theorie Schlüsse auf die zu erwartenden Phänomene 
ziehen, weiche durch eine genauere Durchführung der bonnenbeubachtung 
geprüft mtden k&uun. Wenn man aber daa biaher achon GelaiaMe 
flberbUdk^ wird man ea ab nun niindealen nieht nnbeaeheiden beaeieknen 
mflaaen, wenn Jnlina aeine gnmdlegende Arbeit mit den Worten addiefiit: 
^weiftiUoe daif in Zukunft keine Theorie der Srane die GeeelM der 
ReficakiiiMi mber Adit i— — «* * 

Es ist bemerkenswert, dafs schon Kundt in seiner Arbeit Aber 
anomale Dispersion leaehtenden Na-Dampfea darauf aufmerksam gemacht 
hat, daCs diese Erscheinung wichtige astrophysikalische Anwendungen 
znläfst. Denn mit der Dispersion und Absorption gehe die Reflexion 
Hand in Hand, und die anomal dispergierenden Gase müssen daher ein 
besonders starkes Heflexionsvenuögen für Licht derjenigen Wellenlangen 
haben, welche sie absorbieren. „Man könnte sich sogar als extremsten 
Fall eine nicht leuchtende, sehr dichte Gasmasse in unserem Sonuen- 
i^yatem denken, weleke anawiUende Abaorpliim md mithin ftr viele 
einielne Strahlenpartien anairthlendea Reflexiomifermögen bentai Eine 
solche Gaamaaee^ Ton der Sonne intenaiT bdemohtet^ wQrde ohne aelbet- 
lenehtend an ama, «n diaikontumieEliehea Speklnun durch Beflezion 
Beigen." Dieeer Gedanke Knndta, weleher unbeachtet geiUieben. su 
sein scheint, wird vielleicht uorb einmal eine grofse Bedeutung gewinnen. 
Jeden&lla ist ee intereaaant, wie nahe Kundt achon bei der Entdeckung 
der anomalen Dispersion des Na-Dampfes an dem Gedanken gewesen 
ist, den Julius "20 Jahre später bei der genaueren Untersuchung dieser 
Erscheinung zur Grundlage seiner Sonnentheorie gemacht hat. Der 
Fermatsche Satz, welcher allen Liehtstrablen diejenigen Bahnen an- 
weist, auf denen sie ihr Ziel so schnell wie möglich erreichen, scheint 
keine Macht zu haben ttber das Licht, welchee der Fackel der WisBcn* 
Schaft entstrOmt. 

Berlin, den 30. November 1902. 
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E. Hai'dey. Algebraiaohe Gleiohungen nebst den Bemütaten und den 
Methoden su ihrer Aoflösang. Fünfte Auflage bearbeitet von 
P. Pietsker. Leipzig 1902, B. 0. Tenlmir. 8*. XVI o. 4S0 8. geb. 
JC.S. — 

Bs icfc nbr erfreulich, dafs die algebnischen rilolchuDgon von Bardej 
in einer neuen Auflage, der fünften, erscheinen konnten. Man erkennt 
bieraas, dafs das Buch noch heute, wie vor 30 Jahren, gern benutzt wird. 
Es kann gwnftft dem von Pietzker im Vorwort der oenen Auflage geäufiMiten 
Wunsche, und wie Er 1er in der Zeitschrift fflr das Gyninasialwesen H. F. 
H(l VI S. H43fl", austührliclier licgrflndet hat, in der liimd tlos Lehrers gani 
autserordentUchen Nutzen stiften. Ref. möcht« das Buch aber besonden 
andi den Stoditrenden empfehlen. Bardeys algebniidM Oleiehnngen sind 
äufserst geeignet, die Lust an der niederen Mafhematik wach in erhalten, 
die Lust an einem frischen, fröhlichen Rechnen. 

Die Bearbeitung der neuen Auflage hat Pietzker in höchst dankens- 
werter Weise durchgeführt. Er hat sich dabei unter Festhaltung alles 
Wesentlichen der bewKhrtm An^abfinBanunlmig anf VarbcMcmngw im 
einzelnen beschränkt, Verbceseningeii, weldie die Brancihbaikiit des Boches 
indes noch erhöht haben. 

Zunächst ist der sprachliche Aosdruck vielfach berichtigt Undeutsche 
PttünpialkonslniktioiMii wie z. B. „Die Wurnht ans dem Nenner im 
3. GUede fortgeschafft, «rfaBlt man . . .** 8. 19 IV. Aufl. oder nHicniaeh 

und fBr j die cwsite Formel in (8) henutst, hat man ..." 8. 168 IV. Anfl. 

nnd beseitigt, eane Reihe solcher Koostroktiimen ist fMlioli wtA stehen 

geblieben, z. B. 8. 118 V, Aufl. „Hier x in der gewöhnlichen "Welse bestimmt, 
kommt die angegebene Form der Lösung" und S. 175 V. Aufl. „Dies mit 
(7) multipliziert, füllt A heraas.'' Weitere Verbesserungen sprachlicher 
Natur betreflien dnselne Ansdiüdce. So heiliit es in der nenen Auflage 
8. 70 „Man verfahre entsprechend wie^* statt ttg^^z, wie", S. 100 „Strecken" 
statt „Linien", S. 135/6 „Die ganzzahligen Toilp" statt „Die Ganzen", 
S. 202 und an anderen Stellen „man drücke aus mittels" statt „man snche, 
unbekflnunert um", 8. 284 „um sn ermitteln* statt „nm sn tvisssn". 
„Dividieren in" ist vennieden, während sich früher „dividieren in" und 
„dividieren durch" fand. Auch mohrtTP Kapitelüberschriften zeigen Aus- 
dracksberichtigungen. Es sei gestattet, noch zwei kleine Wünsche aus- 
susprechen: Bei Oleichungssystemen für mehrere Unbekannte ist der Singnlaris 
CHelchung sn Tsnuciden (s. B. 8. 878 unten). Bsi „einsstssn** und ,/nb- 



Digitized by Google 



382 



BeMoiioseo. 



stttniMpeii** dtkrfle m ach ernftfelileii, einheitUeh die Fnge „wohia** in iMkii 
vaA nichi „«mistieii*' mit „wuSuaa!*, eabititiuenn dagsgni mit „wo** su 

komtruieren. 

Was die sachlichen Verbesserungen der neuen Auflage anbetrifft, so 
sind im IL Teil mehrfkeh die Losungen 0 hinnigefllgt. Die LOming oo 

wurde nicht mehr angefahrt, wenn nicht schon die Aufgabe BMIdie ent- 
hielt. Zu bt'St'itipcri ist noch bei Gleichung lOOS. 220die Lösung x = y = 0, 
welche nur die al »geleiteten Gleichungen x" — njr'v*; axif y x 

befriedigt, dagegen nicht das ursprüngliche (Jleichungssystcm: ^^-{-^ — axy 

" X + Sehr dankenswert ist auch die sorgfiill itre Durchsii ht der bei 
▼ieleo Aufgaben angegebenen Lösungsinethodeu und die \'ermtikiung der 
diesbesflgHäien Angnben. Henrargeboben tei, dnb neben den Ton Bnrdey lo 
stark bevorzugten Methoden der „korrespondierenden Additixm** nnd des 
„Korrespondenzsatzes", auf die ja so viele Aufgaben geradezu zugeschnitten 
sind, von Pietzker mehrfach andere Lösungswege geebnet werden, dals ins- 
besondere Tenebiedentiieb trigonomefrisobe Bebeadlungen bin/ugefügt sind, 
und dals die Eutwii kelungen über symmetrische Gleichungen wesentlich 
▼eibessert sind. Eine Klarstellung hätte lu f noch hinsichtlich der Mehr- 
deutigkeit des Wurzelzeichens gewünscht. Bardey-Pietzker sagt S. XII: 
„2) Die Quadratwurzeln sind fiut durchgehende nur mit einem Zeichen 
verleiben, ibre Dofipeldentigkeit wird als selbetverstindlidi angenemmen.** 
Gilt das Midi flr die Wurzeln in den Aufgaben, und es wird ja ganz 

allgemein susgesproehen, lo stellt eine Aui^abe wie 301 S. 94 — 1 — Ya—l 
vier Qleidinngen dar. Hiemnf wire binmweiaen gewesen. Wee- 

yax 

balb ist aber vor einer der Wnneln das Minnsieieben gewihlt? Soll die 

Bemerkung 2), S. XII dagegen nur hei den Lösungen gelten, so ist dies 
klarzustellen und zu unterscheiden zwischen der allgemeinen «ten Wurzel 
mit n wertigem Argument und der besonderen mit dem kleinsten positiven 
Aigwneni Aneh vennilkt Bef. dann einen Hinweis nnf die Notwendig- 
keit der Untersuchung, ob die Wurzeln der abgeleiteten Gleichungen 
(ganze rat. F. = 0) auch die ursprüngliche Aufgabe befriedigen. — Die 
5. Auflage bringt ferner an vei-schiedenen Stelleu Vermehnmgen des Auf- 
gabemnaterials. BndHcb ist der innere Znsammeiihang der Aufgaben mdir> 
fach durch einleitende Bemerkungen schirfer bwTOigehoben und zum Teil 
eingehender begründet, so für die An^ben rar „komspondierenden Addition*' 
nnd zum „Koirespondenzaatz^*. 

Dar DmdE ist mu^geasidmet Uar und noeb besser als frtther. Ldder 
finden sich cirriel Druckfehler, weit mehr als in der alten Auflage. Die 
vier auf P 420 angegebenen bilden nur einen kleinen Bruchteil der vom 
Bef. bemerkten. Wenn auch die meisten sofort in die Augen fallen, so 
dttrfbe es sich doch empfehlen, ein erweitertes Druckfehlerverzeichnis aus- 
rageben» 

Ref schliefst mit dem Danke gegen den neuen Herausgeber und 
dem Wunsche, dafs Bardeys algebraische Gleichimgen auch in Zukunft 
recht viele Freunde tinden mögen, so wie sie es verdienen. 

Scböneberg. E. Khubioh. 



Digitized by Google 



Bfloantionen. 



333 



llleill*8 BeohentabeUen ffir MnltlpllkatioiL. Hfilftbuoh fOr Handel 

und (iHwerbe mit einvm Vorwort von Kinkel in. Zweite Stereotyp- 
aut'lage. München 1901. Emst H«inhardts Verlag. XI u. 196 S. 
iuig«b. Ji. 6, geb. Jt. 7,50. 

Die recht praktischen und, soweit es die angestellten Stichproben den 
Bad erkeoiien tiebeu, dnroluHu suTerllBrigen BeduiitabellMi von Biem aiiid 

in der 2. Auflage insofern vennehrt, als Tafeln ffir die Einer zu- 
eefügt sind, wührend man bei der 1. Auflage hier auf die bezüglichen 
Tatelu für die Zehner augewiesen war; hinzugefügt ist auch eine Tafel 
fBr 10. Da die Erweitenmg ,4i^folge geiuberter Wfliuelie*' geeobelieii isti 
80 and die Tafeln fiir manchen Benutzer wohl bequemer snm Gelmiiioh 
geworden; als störend dürfte andererseits die geringe Vermehrung von dem, 
dem sie keine Dienste leistet, kaum empfanden werden. Ausstattung und 
Dmek liiid gut and midien die Bflantnmg der TabeUon im BedarMkUe 
enqtÜBhlenswert. 

SdtOnebevg. — X. KouiBiich. 

L. £. IHektOB. Unear gronp« wlth an eixpoaitlon of the Otioto 

fleld theory. B. G, Teubners Lehrbücher der mathematischen Wisaen- 
schaften VL Leipzig, 1901. 8". X n. 312 Seiten, geb. Jt. 12.— 

Das vorliegende Werk zerlUUt in zwei Teile, von denen der erste der 
Theorie des Galoisschen Feldes gewidmet ist Ein System von s ver- 
mhiedenen Elementen Wj, ti^, • ■ welöhe nadi den TierFondamentalopentionen, 
— Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division [ausgenommen die 
Division durch die dem System notwendig angehörige NullJ, — mit ein- 
ander verknüpft werden, so dafs bei der Verknüpfung alle gewöhnlichen 
Begeht der Algebra befolgt werden: 

«4 + — **/ + «I, «i«^ 

+ — 1I.8.W. 

und das Beeoltat der Additton, Sobtraktion, Mnltiplikation und Division 
stets ausnahmslos eines und nur eines der • Elemente des Syitemes ergibt, 

heifst nach Herrn Moore (Mathematical papers read at the international 
mathematical congress. 1893, p. 210) ein Feld (field) f\s\. Ein derartiges 
System ist übrigens gleichzeitig von Herru H. Weber (Math. Annalen 43, 527) 
als endlidier Körper beaaiduMt trorden. 

Bedeutet ^ im folgenden ausnahmslos eiiw Primzahl, und betrachtet 
man die Gesamtheit aller ganzzahligen positiven und negativen Zahlen mod py 
so reprttsentieren die durch die j) inkongruenten Keste 0, 1, 2, . . •, l> — 1 
dargestellten ZaUUaasen ein Feld F\j^\ Erweiterfc man daa Oebiet der 
ganzen, mod p genonunenen Zahlen zu dem der ganzen, ganzzahligen 
Funktiout^n einer Variablen x, die bezüglich des Modulsystemes 
betrachtet werden, und nimmt dabei au, dafs eine ganze, ganzzahlige, 

mod |) iireduzible Funktion ist, P(x) ist also nicht von der Form 
• P,(s) + j» • wobei Pj(x) ('»1, 1. S) ganae gaimtahlige Fnnk- 

tionen Ton » bedeuten nnd Pi(«), ni^diigaren Grad als haben. 
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80 erhält man statt dir frOhereii p Zableii die jf hwBglidi dn ModnUTitameB 
inkongrue&teD Beste: 

«0 + + rtjZ* + h a,_,x"->; 

Uerbei nehmen die «^(.=o, , «-i) alle Werte <», 1, 2, p — 1 an, 
II bedeutet den Grad von jP(x). Die gefundenen j/* Funktionen, die Ima- 
ginlien von Oalois, in denen dne jede ganze, ganzzablige Funktion ilnen 
Vertreter hat, bilden auch ein Feld ^Tp*], das von Moore sogenannte 
Galoissche Feld Verfasser beweist im ersten Kapitel den inter- 

eesanten Mooresohen Batz: Jedes mögliche F[8\ hat in einem GF[j^^ 
seinen Vertreter, das GF[j»"J ial nnabh&ngig Ton der spenellen 

Wahl der irrednziblen Funktion P{x)\ es wird durch p und n völlig charak- 
terisiert. Letzteres Resultat war übrigens, wif i'h einer freundlichen 
Mitteilung von Herrn Stickelberger entnehme, bereits im Grunde Galoie 
(Oenvrcs, p. 17) bekaoni 

Ehe Referent in der BeriditerBtattong fortföbrt, möchte er darauf 
hinweis<'n, rliifs man nurb statt der Theorie des Galoisschen Feldes die 
Idealtheoric in j^anz gleichwertiger Weise herbeiziehen könnte. Ist p ein 
Primideal f\»n Grades eines Körpers A, also die Norm von gleich der 
fien Potens der rationalen Primiahl p, so ist die Anzahl der nach dem 
Ideal p unter einander inkongruenten ganzen Zahlen des Körpers "k gleich f/; 
diese |/ Zahlen bilden offenbar, wie aus dem Begriff des Priraideals hervor- 
geht, ein F\j^\ Femer kann man auch stets einen Körper k mitPrimidoalen $ 
finden, deren Norm einen vorgegeben«! Wert bat; im Eroskörper der 
(p" — l)ten Einheitswurzeln n&mlich ist die Primzahl p in Primideale «ten Grades 
zerlegbar (Vi,'l. Hilbert, die Theorie der algebraischen Zahlkörper. Bericht, 
erstattet der deutschen Mathematikervereinigung. 1897, Satz 125, p. 333). 

Doch kehren -wir zu dein vorliegenden Werice rariidc! Kapitel II 
lieüui den Existenzbeweis, dafs für jede Primzahl p und jede beliebige ganae 
positive Zahl n ein (TF\j>^] vorhanden i.st, Kapit^'l IH und TV handeln 
von verschiedenen Eigenschaften der Gröfsen des Galoisschen Feldes. 
Kapitel V beschäftigt sich zunächst in Ausdehnung Hermit escher Ideen 
mit den gansen Funktionen <9(|) mit Koeffinenten ans dem GF[ji^] flr 
welche, wenn ^i^, ftj, • • •, ftp«-! alle Elemente des GFlp"^ bedeuten, 
auch <i>(fio)5 • • 1 ^{i^p" i) ebenfalls alle Elemente des 

QF\^''\ nur eventuell in anderer Keiheufolge ergeben. Diese Funktionen 
sind rar analjtiscben Darstellung von Permntationen unter den jp^ Ele- 
menten des CrF[p"] geeignet; de fuhren den Verfasser auf eine von Betti 
und Mathieii untersuchte Gruppe, die sich im ^r'F [;)""'] mit Jordans 
linearer homogener Gruppe in m Variablen, deren Koelüzieuten dem GF\j^^ 
angohdren, als identisch erweist Hiermit sdiliebt der «rate einleitende TeiL 

Den Inhalt des gröfseren zweiten Teiles, der mehr als '/i Bndias 
nmfafst, kann man wohl, wie mir scheint, am besten charakterisieren, wenn 
man ihn mit den entsprechenden Teilen von G. Jordans Traite des substi- 
tutions et des equations algebriques (1870) (S. 91 — 249) vergleicht Jordan 
behandelt im wesentlichMi von Kongmenagruppen auAer der linearen homogeneo 
Oruppe, deren Sabetitationen dordi: 




(1-1.^1^ .,11) 
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daxgesteUt wsrdeD und d«i«ii EÜeiiMiiie mit nicht Tenohwindoider Detov 
"»^»*«** I a,-^ dem &jP(j7] angehören, von den Untergruppen der linearen 
homogenen Gruppe, die orthogonale Gruppe, die Abelsche lineare Gruppe, 
deren Substitutiunen eine alternierende bilineare Form in sich transformieren, 
sowie die svei hjrpoabelsehen Gruppen. (Vgl. aueh rar Orienüemiig die 
Encyklopidie der math. Wiss. Bd. I, 8. 211 No. 10 u. S. 216, No. 12.) 
Bei Dirkson wird «lic Untersuchung bald für das GF\p"] geführt, aufser 
der Verallgemeinerung weicht auch die Darstellung sowohl im Beweisver- 
fahren «It moli in der Anordnung, viel&di und weeentiidi yoa Jordans 
Tnite ab, fenier hat sich der Stoff in reichstem MaTee ▼ennehrt. Ith 
müehte da zuniicdist die Untersuohung der Gruppen linearer homogener 
Substitutionen mit Koeffizienten aus dem GF[jp"], welche eine quadratische 
Form nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten aus dem GFlp"} 
in m Variablen invariant lassen, hervoriieben. (Kap. Vn n. vUU des sweiten 
Teiles.) Für > 2 imd ungerades m fQhrt dieses Problem zwar nicht 
über die orthogonale Gruppe heraus, wohl aber für ;> > 'i und gerades »i, 
wodurch ein vom Verfasser gefundenes neues dreifach uneudlicbes System 
Gnqqpea der Ordnung: 



(l> > 2; m > 2; • — ± 1, je naehdem ]*• — 41 i 1; m — 2r) 

dehuiert wird. Die durch die Behandlung der quadratischen Formen im 
6fF[|>"] erzielten Besnltate sind auch vorzüglich deswegen interessant, 
weil sie im Fislle j» — 2 und eines geraden m auf swei Scharen einftdier 

Gruppen führen, und diese für den Spezialfall n — 1 sich als identisch mit 
den zwei Jordanschen hypoabelschcn (iruppon erweisen, Von weiterem 
neuen Material, das wir dem Verfasser verdanken, fallen die von ihm so- 
oenannte hyperabelsishe Gruppe (Kap. JY), die hyperorthogonale Gnqppe 
(Kap. V), die detaillierte Behandlung einer bei Jordan (a. a. 0. p. 219) 
erwähnten, auf Krön ecke r zurückgehenden Gruppe (Kap. III), die linearen 
Gruppen mit Invarianten von höherem als zweitem Grade (Kap. IX) auf. 
Ein Kapitel (XII) handelt von den Untergruppen der linear gebrofllMiien 

wobei a, h, r, d dem GF[y*} angehören; die vollzählige Aufzählung 
■Her Untergruppen dtesor IBr » — 1 in Galois' berühmtem Briefe (Oeuvres 
de Galois, p. 27) auftretenden Gruppe wird Gierster (Math. Annalen 18) 
verdankt; für das GF\p*] hatte Dickson eingehende Untersuchungen 
von Moore, liurnside und Wiman als Vorarbeiten. Moores bereits 
oben zitierter Aufsatz hat, wie mir aus der Vorrede scheint, den Vcri'asser 
die Bedentong des 6^F[f>*] lllr die Groppentheorie erinnnen gelehrt und 
ihn veranlasst, dieses fruchtbare Gebiet zu durchforschen. 

Mit grofseni Interesse wird man auch den Darlegungen über die ein- 
fache Gruppe der Ordnung 25 920 folgen; dieselbe bietet sich, wie zuerst 
Jordan gsAudeo hat, ab Untergruppe vom Index 2 btt der Gruppe der 
Qkidnuig der 27 Geraden dner Inibisehen Fliehe dar. Dickson b^andelt 
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auch diese Aufgabe (Kap. XTV) and zeigt den IlOBIOIplusiniu der sich 6i> 
gebenden Gruppe der Ordnung 25 920 mit einer von ihm konstruierten 
abstrakten Gruppe, die zu der quinärcn orthogonalen Uruppe im (r^'j^Sj 
(K^>. ALU, p. 292) und xu drn wmt&na Untergruppen der Hnearen homo- 
genen Gruppe mit Koeffizienten aus dem Galoisschen Felde isomOffA Ist 
Weist ti wir noch auf den Inhalt des letzten Kapitels hin! Dasselbe 
enthält einen summarischen Bericht über die bekannten Sjsteme einfacher 
Gruppen unter Angabe des zwiechen einigen von ihnen bestehenden holoe- 
dritdian Isomovpfaifnnu; bemtrinasvert «ncheint dar Nnchweis von der 
Ensfeas iweiar Sjafteme wiifadtBr Gruppen der gleichen Onhnuig: 

1 ^<S«) _ pii(Sn— 1) ^^M— 9 ^ 1^ j^(tM— t) . . . ^tK _ . 

(«» > 2 ; |) > 2 und Primzahl), die nicht isomorph sind (p. 309). Zu den 
in dem Werice an^gwIhUen eSnftwIim Qmppen kommen Afarigens nach «ioer 

Arbeit des Verfassers in den Transactions of the Amerioaa HttÜL Sooioij 
(Vol. II, p. 364) jetzt noch solche der Ordnung: 

ptm ^f« _ 1^ ^« _ yngtt ^ Primzahl > 2). 

Du Werk achlielst mit der Anfidfchlimg aller bekaonten einfhdien Gruppen, 
deren Ordnungszahl kleiner als eine Milliarde ist. Zu den aufgezählten 
78 Gruppen ist jetzt noch eine der Ordnung 4 245 Ü96 beizuffigen. (Trans- 
actions, V^ol. II, p. 389). 

YieUmcht bin ieh im T<nstehenden Berichte achon sanol in uswlhmian, 
die allerdings den reichen Stoff nicht erschöpfen, eingegangwi. Dem Kenner 
von Dicksons zahlreichen Originalarbeiten werden die angegebenen Resultate, 
— die Beweise des Buches weichen übrigens mehrfach von dex^enigeu der 
Arbeiten ab, — bekannt sein; jedodi wollte ieh vwandien, auch dem Femer* 
stehenden ein Bild von Tendenz und Inhalt des trefflichen Werkes zu entwerfen. 

Als Gesamturteil darf wohl gesagt werden: Dicksons Werk liefert 
eine vollständige, systematische und wohlgeltmgene Darstellung von dem 
ganzen ümfiang» «nseree heutigen Wissens auf dmn Gebiete der Eongruenz- 
gmppen im Galoisschen Felde nnd zwar von seiten eines Gelehrten, der 
diese Theorie seit einigen Jahren mit glücklichstem Erfolge in eindringender 
Weise in einer grofeen Zahl von Publikationen durchforscht hat. Dafs von 
dem Buche viel Anregung, vonüglich für die englisch sprechenden Länder, 
in denen ja die Gmppeiilhootie b sso nd e ra gepibgt wird, aosgohen wird, 
erscheint mir sicher; hoffentlich führt aber Dicksons Werk auch in 
Deutschland diesem in seinen Ursprüngen zwar alten und bekannten, aber in 
neuer hoffiaungsvoller Entwicklung behndüchen Gebiete Freunde zu, die sich 
bemtfhen werdeoi, die radien SohKtae an heben, wolehe das Feld noch nn- 
sweiftlhaft in sidi birgt 

FMbnigiB. " Aubbd Lobwt. 

£. Lemoine. O^mötrographie ou art dee Conatruotions göomötri- 
quea. CoUection Scientia, Phys.-Math. No. 18, Paris, C. Naud, Febmar 
1902, 87 Seiten, 2 Fit». 

IMe ersten Anfänge dieser jungen Lehre reichen bis zum Jahre 1888 
aorflok, wo Herr Lemoine dem Congr^ de rAsaociation fraafaiae pomr 
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rATaao«ment dei SdioioM in Ona^) aUgoneine Frinnpiea flib«r di« Em- 

fachheit in der Mathematik vorlegte; aus deren Anwendung auf die Geo- 
metrie hat sich die Geometrographie entwickelt. Herrn Lemoines Unter- 
suchungen, an denen sich bald die Herren G. Tarry und E. Bernes be- 
tdUgten, gingen nmKehft darauf hinaus, die bekannten Konstraktionen einer 
geometrischen Aufgabe in Bezug anf die EinfiMshheit ihrer AusfOhrung mit 
einander zu vergleichen und die geometrographische Konstruktion aufzu- 
suchen, d. h. diejenige, welche bei AUgemeingültigkeit die geringste Anzahl 
von Operatuneo ecfotdeit, Dnrdi diese Untecsndiiingen ergab sudi bald 
die merkwürdige Thatsache, daXs bei fast sämtlichen geometrischen Auf- 
gaben der gebräuchlichen, seit über zwei Jahrtausenden gelehrten Konstruk- 
tion neue, einfachere an die Seite gestellt werden können. In diesen 
wird entweder das ursprüngliche LOsimgsprinzip betbelialtinf Udtg firailifili 
so, daTs es nur bei genauerer Prüfung wiedennerkennen ist, oder es treton 
wenig bekannte oder neu entdeckte Lösungen zu Tage. Es ist zu ver- 
wundem, wie Verf. hervorhebt, daTs ein so einfacher und natürlicher Gedanke, 
wie der, aus dem sich die Geometrographie entwickelt hat, den Geometem 
aUar Zeätm entgehen konnte, nnd er findet eine aospredisiide ErVTHwing 
dafür. Die Griechen pflegten ihre geometrischen Figuren nur su skizzieren, 
nicht auszufahren, es konnte ihnen also eine Vereinfachung der Zeichnung 
gar nicht in den Sinn kommen; die späteren Geometer haben sich zimächst 
an den Griechen herangebildet, ihre Untersncimngen eihielten hindardi yon 
'VOniherein eine bestimmte Richtung; so erUiit es sich, daft nmnand auf 
den Gedanken kam, einen Bückblick zn werfen und eine Spur zu verfolgen, 
die für die Griechen nicht vorhanden war. In der That konnte sich nur 
ein starker, unabhängiger CMst tou dieser suggestiten ^Wirkung der 
Alten frei machen; wUhrend schon Jakob Steiner*) auf die Not- 
wendigkeit hingewiesen hatte, die geometrischen Konstruktionen auf ihre 
Einfachheit zu untersuchen, war es Herrn Lemoine vorbehalten, der 
Schöpfer dieser neuen Disziplin zu sein, weil er ein objektives Mals für 
die Kinfiiehhsat der Anaftthnu^ emtdeekt hatte. 

Die Untersuchuii^'en hatten des weiteren das überraschende Ergebnis, 
dafs die EiiitVichlu'it der Darstellung (und auch des Beweises) von der Ein- 
fachheit der Auütührung wesentlich verscläedeu ist. Es kann für eine Auf- 
gabe manche Eonatraktion sine sehr einbdie Ablritnng oder Beschreibong 
(duroh Zurückfühnmg auf andere Aufgaben) besitzen, aber eine umständ- 
liche Zeichnung verlangen; ebenso gut aber kann das Umgekehrte eintreten. 
Diese Thatsache, die sich erst bei den geometrographischen Untersuchungen 
hmuaslellte, ist gerade der Grund, wedialb die geometrographisehen Kon- 
struktionen bisher verborgen blieben; firflher hatte man stets die Einfachheit 
der Entwicktlunp unJ Darstellung angestrebt; erst mit der Entdeckung der 
Geometrographie richtete man das Augenmerk auf die Einfachheit der Aus- 
fUmn^ nnd ftmd nene Losungen, die hieiin die bisher gebrftuchlichen in 
den meisten Fällen bei weitem flbertrafen. Aus dem Gengten erhellt vn- 

1) Ai'AS, 17, 1888, 76—96, 

2) J. Steiner, Die geometrischen Konstruktionen etc., Ges. W. I, 609, 610, 
oder Oatwalds Klassiker Nr. 6ü, 64—66. Hieran erinnert schon Herr J. Lange 
in seinem Referat über Geometrographie, F. d. M. 24, 189S, 6S4. Vgl. auch dieses 
Archiv (8) 1, 888. 

AwMv in Mrthfttllt «aS Hifrtk. ULBalk«, IT. tt 
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mittelbar, d»b die geometrograplriflchen Kooffcmktaoneii nidit bettmimt aind, 

die bisher gebriucUichen klassischen ohne weitem m enetnn; wohl aber 

stehen sie ihnen gleichberechtigt gegentther. 

Herr Lemoine stellt (S. 52) für geometrographiscbe üntersuchangeu 
folgende Regeln auf. Man liehe keine entbehriidie Idaie imd iadere 
nötigenfalls den logischen Verlauf der Konstruktion ab. Unter den Ter- 
schicdenen Lösungen einer Aufgabe wähle man diejenige aus, welche zum 
einfachsten Symbol fiUirt. Man prttfe für jede Aufgabe alle speziellen Fille 
und tweinfache alsdami das aUgameiae Bjmbol fib- jeden. Man Terwende 
beim Aufsuchen geometn)graiihiaolier ^fmbole allgemeine LOaongen; vorteil- 
haftere partikuläre Lösungen ziehe man jedoch dann vor, wenn ilire Bedin« 
gnngen für das vorliegende Problem stets erfüllt sind. *) 

Das vorliegende Büchlein bietet nun den Stand zahlreicher geometro- 
gnplnadier KoBetraktionea, wie er lieh Aofimg 190S darrteUt; sdiOB ein 
flüchtiger Vergleich Ififst erkennen, welchen gewaltigen Fortschritt dieie 
Kunst seit 188H, dem Geburtsjahr der Geometrographie, und 1892, in dem 
die ersten vereinfachten Konstruktionen veröffentlicht wurden^), gemacht 
hat Es lerfUH in swei Teile. Der erste behandelt anf etm 36 Seileo 
die klassischen Aufgaben, wie aie in jedem Elementttboeh der Pl a n im etrie 
zu finden sind. Ihre geometrographischen Lösungen sind naturgemSfs 
zu einem erheblichen Teil identisch mit denen, welche Herr Lemoine 
in aeinsm in dieior Zeitschrift ersehienenen Anftatae') anseinandersetil 
Fttr manche Aufgaben ist jedoch der in Scientia angegebene Sinf&chheitsgrad 
geringer als in jener Abhandlung. Vor allem gilt dies von dem wichtigen 
Problem XXXVII, dem der gemeimamen Tangenten zweier Kreise. In der 
angefahrten Abhandlung beschreibt Herr Lemoine eine Konstruktion, die Ton 
H^nm 0. Moreav henrtthrt; sie beeitat die TISiitMiheit 86. Diese wird 
anch in Scientia beschrielipn, aber mit oiner Vereinfachung um eine Ein- 
heit, die ihr Autor an ihr vorgenommen hat. Dieselbe Einfachheit besitzt 
eine in Scientia mitgeteilte Konstruktion von Herrn G. Tarry. Diese letztere 
hat Herr Horean nooh wBhmid der Dmeld^iang des Bnoiies (s. 8^ 87) 
anf 34 reduziert; dies ist augenblicklich wohl noch der Stand des Problems. 
Für den Fall, dafs die Kreise sich schneiden, wird eine von Herrn Moreau 
gefundene Konstruktion mit dem Einfachheitegrad 26, die auf einem 
gans anderen LOsnngsprinaip beruht, besehriebem. — Zn XZZVI (^*^ 
abadmUt «fter etner geffebmm SIndi» M gtgAmum Far^fikeHmomk») wird 

1) Bei dieser Uelegenbeit möchte ich dem Verf. ein Bedenken zu erwägen 
geben, das mir bei dem Durchlesen seine« in Band 8 de» Arch. enthaltenen sehr 
mtaieisanten AnfiMtua: „Transfonnation oontinne dans le txiangle^' enlfegen- 
getreten ist. Er sagt daedbct 8. t47: »La traasfimnation oonÜnoe d*nne con- 

itruotioD jK'eomi'trai^Tiiphique d'un prubl^iue coiiduit aussi ä la constmctioil gte* 
mätrograpbiquc du problume qui rigolte de la tranafonaation ccmtüine dn pie- 
mier." Tritft dies ohne Einschränkung zu, oder kann es voriEOnUMn, dafs die 
geometrographiBche Konstruktion eine partikuläre Konjitruktion verwendet, deren 
Bedingungen im urspriiughcheu Falle stets erfQlU sind (s. B. unter Benutzung 
der liiin^'rnbi zicbungeii zwischen Inkreisradins und Seite), aber niflht msitt in deas 
durch stetige IVan^omuUion abgeleiteten Falle'/ 
' 8) AFAS m Pao, 21, 189«, 86—100. 
3) E. Lemoine, Principe« de la Ut'om*^trografie ou Art des couBtructions 
ffäomötriciues, Arch. (8), 1, 1901, 99—116, m— 341; dort hndet mau auch die 
Gmndlimen des Sjatams dargelegt 
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die taaanx^ KoostraktioB von Herrn G. Tarry mitgeteilt, die den Sin- 
fiMUMitegrad von 22, auf den er vor etwa 10 Jabm ym denuelbeii Qeo- 
meter gebracht worden war*), auf 21 reduziert 

Einige auf den ersten Teil bezügliche Bemerkungen mögen hier £r- 
wihnung finden. S. 27, XXIIL Zwei sich schneidende gleich grolse KreiM 
liefan iwei beliebige Fteellale mIiob mit der TKnflwIiheit 8 itett 9. — 
S. 31, XXX. Dreiedt am BC, A %md B. Die klassische Konstruktion 
liefert bei ökonomischer Behandlung schon den Einfachheitsgrad 27 statt 
98. — Erwünscht wäre an dieser Stelle des Baches auch das Symbol der 
Atd^gf«b e; Drm eA am moei SeUm md dem eiw gewM owewen WhtkA — 
S. 34. XXXV, 1* und 2®. Eine Strecke nach einem gegdtenen VerhäUlM» 
zu (eilen. Die klassische Konstruktion (S. 35) läfst sich statt mit dem 
Einfachheitegrad 20 mit dem am 2 niedrigereni also 18, aasffihren. — 
8. 86. XXXV, Sfi und 4**. Eine SUnOx AB in C m mt feOm, daß 
AC '. AB ^ p' q wnd i^AC: BA = p : q ist. Die geometrographildie 
Konstraktion für 3® oder 4® (S. 35 unten) lafst sich um 2 Cj reduzieren. — 
8. 38. XXXVI (s. o.), vorletzter Absatz. Die dritte Konstruktion ist 
nittht tauglich, wenn AB nicht gezogen ist, da sie des Linienzugs AB be- 
dnC — 8. 40. XXXVn (s. o.), dritte Konstruktion. Die Bei^nmg der 
Diagonale des Rechtecks OSS'T bietet ohne Änderung des LCsungsprinzips 
eine kleine Ersparnis. — S. 45. XXX VHI, Remarque. Partikrdäre Konstnüc- 
tion der vierten Proportionale. Die Worte: „C, Ay B se suivant dans 
eefc ordre mir 0 (MY lEOmMn ftUai, da »noh bei Beminuig des swetten 
Schnittptmktes von A(P) und O(Jlf), B\ die Anfgabe gelöst wird. — 
S. 45 XXXIX. Dritfe Proportionale. A{M) schneide CD in /', AT den 
Kreis 0{ff) in B '^ AB' giebt ebenfalls eine Lösung; der erste Kreis mufa 
Mnreiebend grob gewIUt werden. «~ 8. 49. XLL Beioiaxqiie. Zwei fiMredte» 
zu konstruieren, ton denen mm «Iis Summe BC tmd das Produkt ah kentit. 
Die Konstruktion der mittleren Proportionale läfst sich unter Beibehaltung 
des Lösungsprinzips auf 24 vereinfachen, wie Kef. gezeigt hat') (vgl. unten). 
~ 8. 50. XLn. Zwei Siredce» mt hmtirmeren^ von dmm man die Different 
BOmd dae PiniM A* hamk Entweder ist die Streck» SO «ndi der 
Lage nach gegeben, dann ist sie auch selbst zu teilen, oder sie ist es nur 
der Gröfse nach, dann dürtVii an ihr nadi der a\if S. 16 gegebenen Vor- 
schrift nur Uüifäkonstruktioneu uusgeführt werden. Im übrigen gilt eine 
UmHche Bemerkang wie Ahr XLL — Brwflnsoht viie die Aofiiahme noch 
einiger ftmdamentaler Aufgaben, vor allem der SsrekMkmg gewesen. 

Es mögen atiTser den oben erwähnten noch einige seit dem Erscheinen 
der Scientia eingetretene Vereinfachungen angeführt werden, soweit sie dem 
BeL bekennt geworden sind; bleibst soll fon den neuen geometrographisoihen 
Konstruktionen, die den Einfachheitsgrad nicht verringern, abgesehen 
werden. S. 20. X'^. J^ineti Winkel tron 45^ zu zeichnen, Einfachheitsgrad 
13 laut Scientia. Herr G. Tarry giebt zwei Konstruktionen mit dem Ein- 
flubheitsgrad 11 an, von dsnsn dBe eine mit der von dem Bef.*) mitr 
geteilten im wesenUicben ftbeNfautinuni — 8. 91. XIL Dm Mme^pmkt 
eine» Erelse» m MeUkim^ wenn iNeMr MSttäfimM nUkt gegeben isf, 8.: 19; 



1) AFAä. 22, laas, 118. Auig. XXVUL 

i) Uni-BL t Haifa, n. Netuw. 8, 19M, Hea 4. 
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Xm. Dm Saum eku» Ereiteg m /Mm, wem der MUtetptmU midU ge- 
ffeben isl, S.: 7. Die Eiuraohhoit ist vom Ref. am je eine Einheit TerTingort 
wordt n.*) — S. 22. XV. Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden eine 
der ade gu gidien, tUe mit ihr einen Winket von gegthener Oröfee bildet^ 
Ba 16. Herr O. Tarry rednnert di« Einfachheit am eine Eiiduit 
S. 30. XXVIII. Durch ekim RmH eine Oende maek dem unen^htgUdun 
Srhnitfptmktp zweier Geraden zu eidten, 8.: 16. R.: IS nach Herrn Tarry. — 
8. 36. XXXVI (s. o.) S.: 21. Die Einfaohhfit ist vom Ref. um .'ine" Ein- 
heit reduüert worden.') — 8. 49 und öO. XLl iiemarque und XLU Ke- 
nuurque. 8.; 28 (TgL o.). Herr Morgan hat sirm KMufarnklioiMii lait dem 
Einfarhheitsgrad 21 gefanden; eine weitere Reduktion auf 16 hat kfirzlich 
der R*'f. vorgenommen. — Eine Vereinfachung der Konstruktion der vierten 
Proportuiualv ^XXXV^III, 8.: 21) auf 19 hat Herr Moreau aufgedeckt; 
flur Grundgedanke wird «nf viele aDdare Konftmktioiien tob finflolh Mio, 
a. B. lifirt siflh die der miHIm Freporlämui» (JL, &: U) nifc 8.: 18 
rasftthren. 

Der zweite Teil des Werkchens (33 Beitenj euth&lt mehrere Aufgaben 
«u der Tlieorie der Pole imd Pc^ven, der BadiWanjum und •flenfareii 
ond das Problem des Apollonias, ferner eine Reihe Ton Aachen über dai 
Doppelverhältnis und die Involution, über Doppelpunkte und Fluchtpunkte 
yon Punktreiben, über Äbnlickkeitspunkte und Ähnlichkeitsachsen von 
ICreisen und über Doppelpunkte ähnlicher Figuren. — Einer der inter- 
ewantestfln Abiohmtte dieiee Teils ist das ml nmworiMoe FrMtm im 
ApoHonius. W&hrend die Konstruktion von Bobillier und Oergonne, die 
gemeinhin als bosonders einfach gilt^ nach der gewShnliohen Vorschrift, aus- 
geführt, erneu Eiufachheitsgrad von ca. 500 hat, besitzt die von Pouche 
angegebene*), die im weocntliehen Mdi Herr Mafsf aller in Baad S des 
Arch. beschreibt, bei (JiRmomisoher Beliandlung nur den Grad 847; Herrn 
L. Gerard ist es gar vor einigen Jahren gelungen, eine neue und in Ab- 
leitnng, Beschreibung und Ausführung überraschend einfache Konstruktion 
Mdkaflnden, deren Ond «r in Scientia anf 164 angiebt; ssit dsm BrsdiflineB 
▼on Sdentia ist überdies diese Zahl tou Herrn Moreau auf 189 redn- 
siert worden. 

Wie man schon aus den Kapitelllbenchriften vermuten kann, stimmt 
der letzte Teil im wesentlichen nut einer fiAheren Abhandlung") des VotC 
flberein. ffier könnten wohl einige Emn^ensehaften der Oeometro 

graphie noch mehr verarbeitet werden. Eine unmittelbare Anwendung der 
schönen unter XXXV gegebenen Konstniktion der Teilung einer Strecke 
nach einem gegebenen Verh&Ltoiis liefert für mehrere Aufgaben über das 
DeppdverMUme eiiieUiobe Terein&dinngen, iriUnliefa fltar LI, 4. Eonstraktion, 
von 18 auf 13, flbr LIU von 20 auf 15, und Ar LTV von 28 auf 24. 
Auch för IjIX (tu n gegebenen Punkten in Bezug auf B und C die kon- 
jugierten harmonischen Funkte eu sudien) ermöglicht eine bekannte Kon- 
struktion bei w > 2 die botciebfliohe Bedakikn ton 9« + 8 aof 6« + 9. 



1) BeitiBge rar Oeometrogtaphie I, Arch. (8), 8, 1902, 191— IM. 

2) Nouv .\i-in. d. M 1H91': ^ auch KouoM et de Oombeiouise, TBsit4 de 
Q^Ötrie, 1»00, Lp. 897 ff. und p. 646—647. 

f) AFA8 SU Cmu, 88, 18M, 0ft— 
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Dodi fehlt es auch i& dieiem Kapitel mchfc an mehr&ohen bedeateadfln 

und sehr interessanten Yerbesserungeit jener Abhandlung gegwifibar, 
z. B. LXTTT ( nnf RC, auf der A ffrpeben ist, Punkt so zt< he- 
stimtmn, dafs AB '. AC A^Bi* : A^C* ist) hat in iScientia für den Fall, 
daüi A ein aafaerer Punkt ist, den Binfkohhaitagrad 10 gegen 29, und 
warn er ein innerer iai, 28 statt S4, fttnar iat im Grad von LXV (die 
Doppclpunkte zweier Punktreihen gu bestimmen) durch Herrn Bernes auf 
36 rrdu/iert worden. Auch auf die schon läncnr bekannte wichtige 
Konstruktion LXX {Doppelpunkt zweier ähnlicher Figur m Ö.: 29 bezw. 30), 
die ehenfUls Ton Herrn Bernes henrOhrt, lei aofinerksam gemadit 

Eine YoreinfiMduiBg im sweiten Teil iit neben i\fm oben Erwähnten 
seit dem Erscheinen von Scientia vorgenommen worden durch Hemi Moreau 
an LXVUI (ÄJinUdikeÜnadisen dreier Kreise) von 38 auf 37, femer vom 
Ref. an XLVII (RaäUkMhte notier Wni$t) von 16 auf 15, an XLYII, 
bes. Fall (Badikalachse iiris'hrn Kreis tmd Punkt) von 16 auf 14, an LV 
\ind LVT (Aufgaben iitjer >his Doppel oerhälinis) von 26 aof 21 resp. TOn 
30 auf 23, an LXVI (FlucidpunkU) von 29 auf 28. 

Einige Druckfehler: S. 57, Z. 15 liee C, statt 2Cs; ebda. Z. 18 n. 
(am Ende) 1. 0" et 0'; & 62, Z. 8 1. st A'-, ebda. Z. 21 D/ st. D'; 
Z. 67, Z. 12 f) V u. mufs an mehreren St^^llcn C, stehen; S. 69, Z. l 
sind und n vortäuscht; S. 71, Z. 21 1. ßj statt B; S. 72, Z. 13 1. / st. 
L-y 6. 73, Z. 6 und 7 kann wohl etwas anders gefafst werden; S. 74, Z. 17 
fttge man «Band H** Unsn. 

Es werden mitunter') Bedenken gegen das Verfahren des Herrn 
Lemoine erhoben. Es ist keine Frage, dafs die Einheiten Ä,, -Rj, (7,, 
C|, ganz heterogene Dinge sind und ihrer Natur nach ein messendes 
Teigleiekmi im eigentUdien Sinne nicht znlasoon. Das Inndarl alwr 
aidli, eine Theorie aufzustellen, bei der sie als vergleichbar angenommen 
werden, bei der aufserdem die Genauigkeit, mit der ein Punkt als 
Schnitl{>nnkt zweier sich schneidender Linien bestimmt ist, von dem 
Winkal der Unioi mi^hängig ist, bei dar ferner die Genanigkeit , mit 
der eine Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte bestimmt ist, von der 
Entfernung der Piinl(fe unabhängig i.st, und bei der die Gröfse des Zeichen- 
blattes und der Instrumente keiner Beschränkung unterliegt Diese Theorie 
ist nicht müJjsig, sondern sie hat eine sehr reale Bedeutung, denn sie dient 
dem Zeidmer ä biterinm in Beaog auf Ein&oUieil and Genadi^ceit, and 
bietet als solche ein getreueres Abbild der Wirklichkeit, als z. B., wie der 
Verf. bemerkt, die theoretische Mechanik dorn Techniker, der dieser auch 
nicht entraten kann, obgleich sie der Wirklichkeit nicht vollkommen adäquat 
ist Ei ist wohl aidit sn bealrmten, dab «ne Konstruktion bei der prak- 
tisehen Ausfüln-nug einfacher und im allgemeinen auch genauer wird, wenn 
sie mit dor Hälfte oder (auch hierffir giebt es Beispiele) mit dem dritten 
oder gar einem noch geringeren Teil der Anzahl der Linien ausgeftthrt wird. 
Idi mSdite daher anf das Bttohleia die AnflneilEsamlmt aller lenken, die 
wirklich geometrische Zeichnungen auszuführen haben; auf dem Tit^biet der 
„Zeichnendan Geometna** dftifia es bero&n sein, eine nene üjpoche ein- 
zuleiten. 



1) YgL s. B. Unt-Bl. f. Math. «. Naftunr. 8^ IMt, Heft 2, 8. t8. 
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RaacMionen. 



Die ol^ren Bemcilnmgeii des Bef. mUmi AangimgcD Bcin, smn Teil Yor- 

schlSge zu Änderangen und ZusStzen, die vielleicht nicht durchweg den BttfikU 
des Verf. finden werden, /.um geringsten Teil Aasstellungen ; diese vprschwinden, 
wenn man den reichen hochinteressanten Inhalt des Büchleins bedenkt; beson- 
deit wer neh mit geometrograpliiaelMn üntenndinngen beaehlftigt hat und 
weilk, wie subtil sie sind, wird die Sorgfalt anerkennen, durch die sich das 
Buch in Inhalt wie in Form auszeichnet. Oerade das macht einen Haupt- 
reiz der Geometrographie aus, daHs sie fortwährend der Verbeeaerung zogftng- 
lieh sein hum; denn wenn auch Tiele An^tben ihre inAente Einftdiheit 
erreicht zu haben scheinen, kann man dal dodi von keiner mit yODigtf 
Sicherheit behaupten. Die obigen Mitteilungen zeigen, wie die geometrogra- 
phischen Untersuchungen noch fortwährend im Flols sind, und es wäre eine 
gröfsere Beteiligung an denselben in Deutschland lebhaft zu wünschen, zu- 
mal da durch das Ersdieinen des vorliegenden znsammenÜMsenden Werhdiens 
das Studium dieses Gegenstandes wesentlich erleichtert worden ist. So wie 
da-s Buch vorliegt, stellt es in seiner unscheinbaren Gestalt das Ergebnis 
von mehrjährigen tiefgehenden Ontersuchnugen einer Beihe namhafter Geo- 
meter der Oegenwtrt dar, von denen auAer dem Bogründsr Herrn E. Lemoine 
selbst und seinen enrten Mitarbeitern Herrn 0. Terry und Herrn E. Bernes, 
sowie den oben genannten Herren C. Moreau und L. Gerard noch Herr 
. Chr. Beyel in Zürich, Herr J. St. Mackay in Ediuborg, Heir Jung in 
Ifaihad genannt werden mdgen, mit dem Hiasnfllgen, dab diese liste weit 
davon entfernt ist, vollständig zu sein. Dafs diese rege Th&tigkeit auch 
auf die theoretische Geometrie Vn-fnuhtend gewirkt hat, ist natürlich, da sie 
ein tiefes Durchdringen der geometrischen Figuren erfordert; in der That 
giebt es PUle genug, wo durch die geometrographischen Untersuchungen 
nene Kgensohtllen der Fignrsn entdeckt wurden. Es wird daher «neh 
niemand, der sich nur mit theoretischer Geometrie beschäftigt, das Büchlein 
ohne vielfache Anregung aus der Hand legen, zumal wohl auch unter den 
gelehrten Mathematikem die Zahl derer selt«ner geworden ist, die es ver- 
sohmlh«, einen Zirkel su berühren. 

Vor allem liegt mir am Henen, die Herren Fachkollegen an höheren 
Lehranstalten zu einer gelegentlichen Einilechtung der Geometrographie in 
den Unterricht zu gewinnen, wo es, wie etwa in Vertretungsstunden, ohne 
MehiMastong gesdb^en kann; ihre GmndUnien sind in wemgen Ißnvten 
beizubringen; den ziemlich erstairtsn Formen der Elementarplanimotrie gegen- 
über besitzt sie den Reiz eines n«'upn Elementes; sie giebt dem begabten 
Schüler Gelegenheit, hervorzutreten; sie bewirkt zwanglos und in anregen- 
der Fonn ebie 'Wledeilioliii^p der frOheren Pensen; auf jeder ünterridits- 
stnfe bietet sie, ohne besondere Vorkenntnisse zu erfordern, eine Fülle von 
interessanten Übungen. Das Büchlein „Scientia, Phys.-Math., No. 18" sollte 
daher - ich sage das mit gutem Bedacht — in der Hand eines jeden sein, 
der geometrischen Unterricht zu erteilen hat; auch für Lehrer- und Schüler- 
biUiotlMken sei es mr AnsdraAnig aiqpdegentlieh empfohlen. (Wie wir 
hören, plant Herr Lemoine die Herausgabe eines gröfseren Abrisses der 
Geomptrographie in defttsrhrr Sprache; doch sind die Verhandinngen Bfcit 
dem Verlag noch in der Schwebe. Die Red.) 

Berlin, September 1902. B. Güntscue. 
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Bernhard, Hax. Darstellende Geonuteie mit Einsohlafs der Sohatten- 

konstruktionen. Als Leitfaden f^r den Unterricht an technischen 
Lehranstalten, Oberrealschulen und Realgymnasien, sowie zum Selbst- 
stadium herausgegeben. Ifit 229 Figuren im Texte. Stuttgart 1901, 
Hflimuh Bndsrten (Toim. Karl Ane). 8*. TOI xu 196 8. 
Der VerCuser (Professor an der Kgl. BaugeweikBehule zu Stutligtrt) 
gab das vorliegende Lehrbuch als Leitfaden heraus, weil es aus dem 
Bedürfnisse entstanden ist, unter Vermeidung df>8 zeitraubenden Diktierens, 
dem Schaler zum Wiederiiolen and Naehschlagea das erfordeilidie Material 
in die Hand sa geben. Das Bneh steht jedoeh auf eigenen Fttben und ist 
infolge der /ahlreichen, mustergiltipen Figuren, deren Verstilntlnis durch 
einheitliche Beschreibung und Verwendung verschiedenartiger Hilfslinien 
wesentlich erleichtert wird, sowie eines klaren Textes, der die gründliche 
Tertnmfhflit des TerfiMien aowoiil mit der wissensoha f Bich e m Seite des 
Gegenstandes als auch mit seinen unterriditliohen Schwierigkeiten erkennen 
läfst, nicht nur f&r mittlere technische Schulen und Oherrealschulen, sondern 
auch, bei einiger Ausdauer des Lernenden, zum Selbststudium empfehlens- 
mrt fnAescHtdore liikd die SohatfeenkmistmktioiieB in diesem Bodie toU- 
stlndiger and dam praktischen Bedürfnis ent.sprechender behandelt als in 
manchem umfangreichen Werke, und es dürften auch Lehrer des Fkuahes 
mehr Neues darin finden, als sie vermuten. 

Für die Zmke der preoAisdteai BaugeweriMdmlen geht das Badi an 
vielen Stellen in theoretischer Beziehnng weiter, als man dem YenUbidBis 
ihres Schülermaterials im allgemeinen zumuten darf. 

Das Buch besteht aus drei Teilen. Nachdem im ersten Teile (Stereo- 
metrie, S. 5 — 16) die später zur Verwendung kommenden stereometrisehflD 
BUse bewiesen irad der Phigeklionsbegriff geometrisoii eiUlrt sind, bcliand^ 
der zweite Teil f Projektionslehre, S. 17 — lt58) die Darstellung von Punkten, 
Linien, Ebenen und Körpern in rechtwinkliger Projektion, und die Lösung 
der üblichen, sich daranschliellBenden Aufjgaben. AuDserdem ist die schiefe 
Projektion eiMutert, jedoeh nur soweit, als es nm Zeidmea einfiMiMr 
Skizzen nötig ist. Ein Paragraph (S. 61 — 72) ist der Ableitong der für 
den Zeichner wichtigsten Kegelschnitteigenschaften gewidmet, indem diese 
Kurven als Schnitte des geraden Kreiskegels betrachtet werden. Ungern 
▼ennisse ich hierin die EraiitfluBg der Adisen einer dnrdi swei koqjngierte 
Durchmesser gegebenen Ellipos. Von Körpern bezw. Flüchen kommen zur 
Behandlung: Prismen und Pyramiden, Cylinder und Kegel, Drehkörper und 
Schraubenflächen. Verhältnismäfsig viel Raum (34 S.) ist mit Recht den 
Durchdringungen, insbesondere krummflSchiger KOrper gewidmet, die aa 
tsdmisoliea, tot allem Baugewerksdmlen bei der Konstmktion Ten G»* 
wölben (Stichkappen) eine wirhtipe Rolle spielen Vielleicht hätte hier (\\p 
kegelförmige Siichkappe in ein Kuppelgewölbe noch eine Stelle finden 
können. 

Der dritte Teil (SehattenkoastniktioBeB, 8. 159—196) lehrt die Be- 
stimmung der Eigen- nnd Schlagschatten an ebenfl&chigen oder durch 
Cylinder-, Kegel-, Kugel- oder Drehflfichen begrenzten Körpern in recht- 
winkeliger Projektion für die in der Technik gebräuchliche Lichtstrahlen- 
riditaBg: Dift Vertranlluit des Tarflusars mit dsa Bedttafiussea der Frans 
laigt der an Fig. 234 gehSriga Hinweis, dab man die Sehattenkonstnürtion 
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an DrehfiKchen auch olme besondere Benutzung einer zweiten Projektions- 
ebene durchführen könne. Die Erhebung «lip^pr Bemerktmg zum Konstnik- 
tionsprinzip ist in einem demnächst in der Zeitschrift f. Math. u. Phys. er- 
scheinenden Aufsätze von 0. Unger^) befürwortet. Das Kngelverfahren zur 
Eimittlung der EigensehatteBgmiM «iaer DrehAehe fllr 46*>LüdiisfaraU«n- 
richtung auf so wenig Linien zurflckgeföhrt wie in Fig. 226 ist auch dem 
Referenten bekannt gewesen, dürfte sioh aber seines Wissens sonst nur noch 
in der erwähnten Ungerschen Abhandlung finden. Die auf 8. 191 (unten) 
etwas XU knapp angemerkte Begtimmung des Sehlagsohattens einet Par&llel- 
kniaat iof die DrehflSche gestaltet sich meines Eraohtens ebenso einfach, 
wenn man unmittelbar den Schatten dieses Kreises auf den Hüfsparallel- 
kreis und nicht die dort erwähnten symmetrischen Kreise verwendet. In 
denelben Fig. 227 llbt sieh der hOehato Pmikt («C) mtist bequemer 
mittels des Sehnittpniiktes des gedrehten Lichtstrahles mit der Drehachse 
((^ ti'üo X Jy") finden Ferner dürfte die auf S. 193 angeftihrte, kürzlich 
von R. Mehmke veröfientiichte Konstruktion des Schlagschattens einer 
quadratischen Platte auf eine Drehfl&che sich für Schüler Terettedlicher 
and ansehAuMalMr mittelB dei mf EL 179 bcwieMoen Sataes eridlm Ummt, 
dtds der Schatten einer znr Projektionsachse parallelen Geraden auf einen 
?.ur Grundrifsebcne senkrecht stehenden geraden Kreisi^linder im Anfirifs 
als Kreis erscheint. 

Die eehiefs FrtgeMioii ^ meiner Meinung nadi, ineofem etwas sti«f- 
mfltterlich behandelt, als das axonometrische Zeichnen ganz fehlt. Die 
Angabe auf S. 26, dafs die häufigst angewandte Verkürzung für die zur 
Bildebene senkrechten Strecken '/i sei, scheint mir unzutreffend. In den 
sdiiefi»i ProgiktMiieB der Figg. 91 imd 196 sind die Vierielkreise, weldie 
die ümlegnng des Grundrisses besw. Seitenrisses eines Punktes ansdianliioib 
machen sollen, nicht als Ellipsen, sondern fUlschlich als Kreisbogen ge- 
zeichnet, was gegen die Korrektheit aller sonstigen Figuren absticht Die 
Terwendnng das auf 8. 28 gebranchten Ausdrucks „Obersicht** im Gegen- 
satae zu „Untersiobt'* statt der sonst gebrftucblichen Ausdrücke ,^uf8icht** 
oder „Draufsicht" erscheint nachahmenswert. Jedoch lafst sich nicht das 
gleiche von den zweideutigen Ausdrücken „Horizontal- und Vertikalabstand" 
eines Punktes für seine Entfernungen von den Projektionsebenen sagen. 

DmekfeUer habe iah mir einen bamatkt: Auf 8. 159, Z. 16 u. adl 
es wohl „Medium" statt „Mantel" heifsen. 

Da auch Druck und Ausstattung volles Loh verdienen, SO kann dieses 
Lehrbuch in jeder Hinsicht warm empfohleu werden. 

Königsberg L Pr., April 1902. E. Möller. 



1) Der AnfiHKb ist inswiidieB fan 47. Bd. 8. 467-47» unter dem Titel: 

„Uber ein Konainiktionsprinzip und seine Ververtuig bei der ^jkJwttWib^timWTOPg 
an Drehflächen" erschienen. (1. X. 1908.) 
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WiUiellli^ J. Die KegelAohnitte mit einem gemeixuiohaftUoben Brenn- 
piUBkl In ihvtm BniaaiiiMidiMig mit dot KNim dir Wbm^ 

Inaug. Dissert Strafsburg 1901. 40 8. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie das System der mono- 
konfokalen^) Kegelschnitt«, also das System von KT]r\'fn 2. Kl., die die 
beiden durch einen Reellen Punkt f gehenden iliuimalgeraden berühren, aus 
dem Bfritm der Kreise einmal durah eine uegatiTe FnftpimkttraiiifiDtmAtion 
mit dem Centrum (Pol) f, das andere Mal durch Polarisation an einem 
Kreise vom Centrum f hervorgehen. Diese beiden Transformationen werden 
zum Beweise verschiedener, meist bekannter Kegelschnitts&tze verwendet. 
Anberdem werden die PuApimkttiDrTeii belralfeDde ffigensohaften und Kon- 
struktionen abgeleitet. Ganz im Sinne von Beyes Geometrie der Lage 
findet der Betriff der imaginären Kreispunkte keine Verwendung, obp1f»ich 
die Arbeit dadurch bedeutend kttner und übersichtlicher geworden wäre. 

Die LitteratDrangaben sind qAriidi. Ss lüte leill^idi der VnJb- 
punkttransformation z. B. auf das allbekannte Buch Lie-Scheffers »Geo- 
metrie der Berührnngstransformationen" (Leipzig 1P96) verwiesen werden 
mflssen, wo auf S. 20 die Hauptgedanken der beiden ersten Abschnitte 
vorliegender Arbeit angedeutet sind, jedenfalls aber die Arbttt von 0. Hesse 
JHe Reziprodtit swiieheii EeatoeB, weklie dieselbe gemdaadnfllieke Sekante 
haben, und den konfokalen Kegelschnitten" (Abb. d. k. bayr. Akademie d. 
W. n. Kl. XI. Bd. m. Abth. München 1874 - Oes. Werke S. 599—616) 
erwähnt werden müssen, die mit dem dritten Abschnitte der vorliegenden 
in engster Besiehnng stellt. 

mnigsbeig i Pr., April 190S. B. MtfiiAR. 



BörnKt^^iin , R. Leitfaden der Wetterkonde. Brannschweip, 1901. 
Friedrich Vieweg A Sohn. VIIl n. 181 8. mit 52 Teztabbildongen und 
17 Tafeln. Preis ö JC, geb. 6 JC. 

IMe beiden letsten Jahnehnte sind für die Meteorologie ftufiserst fimdii- 
bar geweeen. Durch das Zosammenwiricen der in knnem emporgebllUiteB 

ausgedehnten internationalen und staatlichen Organisationen, ^owie durch 
die Thätigkeit einzelner lieifsiger nnd begabter Forscher ist das Material der 
Thatsaohen, der aus ihren folgcndtiu Gesetze, sowie der mehr oder weniger 
Terianamnswlbd^peii Hypothesen zu einer solchen Pttlle gediehen, daft es fiut 
nmnOglich erscheint, in dem engen Rahmen von 156 Textseiten dasselbe in 
genügender VollstSndigkcit darzustellen. Um so anerkennenswerter ist das 
Geschick des Verfassers, dem die Aufgabe zu lösen sehr wohl gelungen ist. Um 
am der Ffllle neuerer Thatsaohen nur einigee herronnheben) so sind die 
Ergebnisse der Ballonfahrten für die Beobadktong der Temperaturwerte, 
der Feuchtigkeit, der elektrischen Erscheinungen u. s. w. in gröfserer Höhe 
berücksichtigt; der Staub erscheint als meteorologischer Faktor für die Konden- 
sation nnd äe optiwdmi ErsdMurangen; Langleys Untorsnobungen Aber die 
lelaUiTe Absoipti«! and seine Beaänmvng der flolarkomrtante, Petteraons 

1) So benannt von J. Keller „über monokonfokale Kegelschnitte", Viertel- 
jahnsebr. d. natoif. GeeeUscfa. in Zfliieb, Bd. tT, 8. 1— M . 
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Btadini (lb«r dit imteoiologisdMii IHnflUmn dM OoUMrams, die AiMton 

des Verfassers über das Fortschreiten der Gewitter, Wcttins Wolken- 
forschuDgen, sowie die der internationalen Kommission, Bezolds und Ass- 
manns Erörterungen über die gestrengen Herren sind berücksichtigt. Von 
HypotheMn seien nvat hmorgdiolMtt: Elster und <}«it»lt lonen- 
theorie der LuftelektrizitSt und HArgalea' Ansicht über die Schwingungen 
der Atmosphäre und ihren Zusammenhang mit der tätlichen Periode des 
Luftdrucks. Daneben kommt der praktische Teil der Wetterkunde nicht 
zn knn. Diemr ist es ja, der dem Budie V erbr eatn n g bei allen Btter* 
essierten an der Gestaltung des Wetters — and wer wäre das nicht — fep- 
schaffen soll. In der That ist all den Folgerungen, dir au=! den Beobachtungs- 
thatsachen für die Wetterprognose sich ergeben, insbesondere aus den Er- 
scheinungen in den Cyklonen und Anticy klonen, weitest« Berücksichtigung 
SU teil geworden. IHs mefeeovologisdien Instnuneate und ihre AuftfeeUnng 
sind eingehend behandelt. Die Znsammenstellunp von Wpttertyp^n wird 
sich für die Praxis äufserst nützlich erweisen. Der in den einzelnen Ländern 
übliche Witterungsdienst erfUhrt eine eingehende Schilderung. Trotz der 
Kurse des Bodies ISbt die Dsrstellnog keineswegs KlariiMt und ▼ollatBnilifliie 
Fassung vermissen. Die Behandlung des Luftdrucks, des Schwebens der 
Wolken, der adiabatischen Zustandsänderungen bei der Konvektion, die fort- 
währende lieranziehnng von einfachen Beispielen und die zahlenm&fsige 
Verfolgung vieler Ihrsdieiniiilgen lassen den gnten Lehrer ericeonen. Einige 
eingeflochtenc, der eigentlichen Meteorologie fremde Gegenstände, wie die 
Erklümng der rilel.scher durch die Rpgelation und die der Ebbe und Flui 
zeigen^ wie. der Verfasser bemüht ist, „von einer iScienz in die andere blicken 
SU lassen** — anch bekanntlich eine Eigenschafb des guten Untenichtes. 
Die ZaUentabeOen und literatorangaben, sowis das sorgfältige Register sind 
sehr nützliche Ztigal)en. Für die reiche Ausstattung mit klimatischen und 
Wetterkarten, sowie mit mehi-farbigen, der Natur ziemlich adäquaten Wolken- 
bildem gebührt der Verlagsbuchhandlung besonderer Dank. Wir können 
das Bnch aneh besonders den Lehrern der Physik warm empfthlen, die 
danras mannig&die Anrsgiing fBr ihren üntsrrieht edialten werden. 
Gharlottenbuig. ^ H. SAincnB. 



Tan BeblM^r. Anleitxmg zur Aufstellung von Wettervorhereagen für 
alle Bemfwklaesen, ixuibeaondere für Sohole and Landwirtschaft. 
Brsnnsobweig 1902, Friodiieh Yieweg v. Sidin. 38 S. Fkds 60 Ffjjf. 

Diese Ueine Schrift des anf dem Gelnete der praktiseben M eteoralsgie 

äufserst fruchtbaren Verfassers fafst das Wissenswerteste über die Wetter- 
telegraphie, die Wetterkarten und die in der Luftdmekverteilung sich er- 
gehenden Grundlagen der Wettervorhersage zusammen, stellt dann eine Reihe 
von Weitertypen anf und knf^ «n eine Gharakteristik derselben die Regeln 
der rationellen Wetterprognoi«. Eine tabellarische Übersicht der in den l^nMD 
henschenden Wettererscheinungen erleichtert die Atiwendung für die Vorhersage. 
Wir wünschen dem nützlichen Büohlein weiteste Verbreitung, insbesondere auch 
bei Lduem, die mit Bflcksicht anf die praktisohen Bedflrfbisss dss Lebens 
ein paar Fbynkstanden den Grondlagen dieser Yorbenagen widmen sollten. 

Ohulotlenbiirg. Saiim. 
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Jliisil, A.y und J. A. Ewing. Gnmdlacttn der TlMozia und des Baue« 
der WMCTMkreflmMrthtnim. Zngleidi enraiterte deateohe Aiugriie dea, 

Werkes „The Steam-Engine and other Heat-Enginee" von J. A. Ewing. 
Leipzig 1902, B. C. Teubner. gr. 8". X u. 794 S. geb. M 20 — 

Bis in die letzten Jahre des vergangenen Jahrzehnts zertiel an unseren 
technischen Uochschnlen das eigentliche Maschinenwesen im Unterricht fast 
aOgeiiMiii IB sw«i sAerf von einander getrennte GMMele: die sog. fheoretiiehe 
Maschinenlehre und die Konstruktionslehre, an welch letztere sich die Übungen 
im Entwerfen von Maschinen direkt anschlössen. Diese Trennung spiegelte 
sich naturgemäls auch in der technischen Literatur wieder, in der die theo- 
retiiehen Werke sehen dnrdh die Namen ihrer VerbMer (s. B. Grashof, 
Zpuner n. a.) weit grSJjMre Bedenlnng beanspmchtin, als Sohriflen rein 
konstriiktiven Inhaltes. 

Die zunehmende Spezialisierung im Maschinenwesen hat diese seinerzeit 
sehr nlltzliche Soheide^ränd swisehen Theorie nnd Frans heseitigt und uns 
dafür eine weitgehende Selbstiindigkeit der einzelnen Spezialgebiete gebracht, 
innerhalb deren man von ihren Vertretern die vollste Beherrschung nach der 
theoretischen und konstruktiven Seite hin verlangt So bestehen jetzt an 
unseren Hochschulen besondere Lehrstähle f&r Maschinenelemente, Hebeieoge, 
Wlrmekraftmaflchinen, hydranlische Motoren u. s. w., wihrend diejen^iett Ar 
theoretische Maschinenlehre und Kinematik in Wegfall kommen und nirppnds 
mehr wie früher einem Dozenten die konstruktive Behandlung der ganzen 
Maschinentechnik zugemutet wird. Kann auf diese Wellie der akademische 
Lehrer jetrt mehr wie frflher eigene praktisdie Brfhhmngen im ünteiridite 
verwerten, so ist andererseits dem studierenden Techniker Gelegenheit ge- 
boten , wenigstens ein Spezialgebiet auf der Hochschule gründlich durch- 
zaarbeiten, was ihm in der Praxis später stets von gröfstem Nutzen sein wird. 

In England, wo his vor kmiem «n qrstematiseher teehnischer Hoeh- 
Schulunterricht tiberhaupt nicht existierte, wurde der junge Techniker aof 
dem Bureau einer Fabrik oder eines CivUingenieurs im Spezialfache Ichrlings- 
miXsig ausgebildet und war zur späteren Erlangung gründlicher theoretischer 
Kenntnisse ganz aof die LitM^tor angewiesen. Wir finden danun in ffiesem 
Lande eine Reihe guter Werke über dfie ▼wsehiedensten Zweige der Teehnik 
and zwar in allen Darstellungsformen, vom gemeinverständlichen Leitfaden 
bis znm wissenschaftlich und konstruktiv vollendeten Handbuche. Eines der 
besten Beispiele ist das Werk von Prof. J. A. Ewing in Cambridge „The 
Steam-Engine and otiier Heat-Eni^es', wekbes Prot Mnsil in Brünn unter 
weitgehender Berflcksichtigimg unserer Zeitschriften -Literatur deutsch be- 
arbeitet und erweitert hat, wodurch der Umfang allerdings nahem bis auf 
das Doppelte des Originals angewachsen ist 

Üi diesem Buehe ist der Stoff in einer unserem Hochsehulnnteinflhte 
nach Form und Inhalt ungef&hr angepalsten Weise dargestellt, wobei das 
Wesentliche sowohl der mechanischen und warmetheoretischen Grundlagen, 
wie auch die konstruktiven Haupttypen eine eingehende Besprechung gefunden 
haben. Bemerkenswert ist die Herannehung zahlreidier Yersuehsei^bnisse, 
deren chronologische Zusammenstellung z. B. fttr die Dampfmaschine auf 
S. 216 O'ci der übrigens die Zeitangaben fehlen) eine lehrreiche Übersicht 
tiber die Fortschritte in der Wilrmeausnfltzung mit dieser Maschinengattung 
bietet Auch die Besprechung der Untersuchungsmethoden (VI. Abschnitt) 
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ist in htihvm Msflw «lg galiuigen lo beniehafln. Die Begnlienmg, welebe 
sich an die Behandlung der Stsuanmgen anschliefst, ist allerdings nach der 
theoretischen Seite ptwas knapp ansgefallen. Wahrscheinlich haben die Ver- 
fasser angenommen, dals man im Rahmen eines solchen zosanmienfasaendeD 
Werkes fiberhaupt diesen Gegenstand nicht hinreichend erschöpfend behandeln 
kann. Immerhin veidieiieii such hier, wie sa vielen anderen SteUsD, einige 
englische, bei ans kaum heksniite gn|»lusdie Methoden das Ibteresse 
deutscher Leser. 

In dem sehr klar gehalteneu Kapitel „Die Arbeit an der Kurbel^^ hat 
u. a. musk der Schlieksehe IbssenMugleidi einen Plats und eme ToUe Wflr^ 

digiin^' gefunden, während die ebenfalls praktisch bew&hrt« Methode des 
Referenten zum Ausgleich der Drehmomente durch geeignete Arbeitsverteilung 
auf die einzelnen Cy linder (Institution of Naval Architects 1900) den Ver- 
fusem wohl entgangen ist Dasselbe gilt Ton der Beurteilung des meehsr 
nischen Wirkungsgrades aus dem Indikatordiagramm, welche Referent in der 
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenicure 1894 angegeben hat Im Kapitel 
,^ampferzeug\mg'' ist u. a. der natürliche und künstliche Zug verst&ndlidi 
ahgdiandelt; unter den besproehenn KesseHTpoi dagegen TSimiasen wir die 
in Deutschland so verbreiteten WellrohriEesseL Im Abschnitte „Dampfinaschinen- 
typen" hat die Dampfturbine eine zwar gedrängte, aber doch recht instruktive 
Darstellung gefunden, welche wiederum durch Versuchsergebnisse ergänzt wird. 

Mit Becbt sehr kurz ist das den Luftmaschinen gewidmete Kapitel aus- 
gefiülen, da denselben neben den spiter eingehend behandelten Verbrennungs- 
motoren doch nur mehr eine untergeordnete Bedeutung zukommt. Die von 
älteren Autoren mit grofser Vorliebe verfolgten Kreisprozesse der Luftmaschinen 
sind, soweit sie nicht im Ii. Kapitel schon Erwähnung gefunden haben, ganz 
flbergangen worden; diejenigen der OMh und Olmssdnnen dagegen, soweit 
dies lU»eriiaupt auf Grund unserer unzureichenden Kenntnis des Verbrenntmgs- 
vorgangs möglich, besprochen worden. In konstruktiver Beziehung geht das 
Buch bis zu den Sauggas- imd den grossen tiichtgasmotoreu einerseits und 
aadsrwse i t s bis zum Dieselmotor neuester Bauart, überall nntsr Anfltturnng 
TOn Versuchsergebnissen. 

Somit haben wir ein Werk von seltener Vollständigkeit und Abrundung 
vor uns, welches zur Einführung in das Gebiet der Wärmekraftmaschinen 
nicht blofs dem angehenden Ingenieur, sondern auch jedem mit einigen 
lAtysikalischen Kenntnissen ausgerüsteten Gebildeten warm empfohlen werden 
kann. Insbesondere dürften dieses Buch solche Physiker und Mathematiker 
hegrülsen, welch«' den Anwendungen mit Rücksicht auf eine spätere Lehr- 
thätigkeit an technischen Anstalten ihre Aufmerksamkeit zuwenden. Das 
Stadium des Werfcss wird jedenfalls dnreh eine groHw Zahl gut ansgsnihlter 
und sanber gsssiehneter innren erleichtert, wie denn flberiinvpt die ginie 
Ausstattung als mustergiltig zu bezeichneo ist. 

Göttingen, im Dezember 1902. H. Lorbmz. 
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L Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. A«l|pA«m uA Lehnitie. 

68. Lien des centres des hjperboles ^quilati^res passant par les ex- 
tremites du grand axe d'une ellipse et qoi sont tangentee » TeUipae en 

an point variable. 

CoDBtantiaople. E. N. Babisibi. 



69. On coQsidöre an point M sitae sur un cercle £ de diametre 
fixe AB. 

P. Le lien du centre das hyperboles ^nilat&reB drooiiBoriteB an triaa^o 

ÄMB est un cercle 2f. 

II**. Lorsqae M ae deplace sor 2^, chacuu des cercles £' est taugent 
an eercle X 

Conilaiitinople. E. N. Baiosun. 



70« Von der Spitze O einer Kardiüide ziuhe mau uacii eiuem beliebigen 
Punkte P denelbea den Badins OP nnd besehreibe Uber OP als Dnreh- 
meuer in einer zur Ebene der Kurve senkrechten Ebene den Erais. 

Welches ist die Gleichung der krummen Oberfläche, die durch alle so kon- 
struierten Kreise erzeugt wird. Welches ist das Volumen dieser Oberfläche? 
Berlin. £. Lampe. 



71. Die Entfernung einer Geraden von ihrem Lotpunkt Inbezug anf 
ein Dreieck ist gleich dem Durchmesser des Tl'nikreises multipliziert mit dem 
Produkt der Cosinus der 3 Winkel, welche sie mit den Seiten bestimmt: 

d«>2roofl9»|eoB9i|OOB9)k. 

Lembetg. Kas. OwoA>innKL 



72. a) Li der Ebene sind ein Ponkt P und ein Kreis gegeben; 
man soU P mit dnreb einen Ereiabogen PQ veriilmden, weleher .9 unter 
rediten Winkel febneidet und ein Uaadnram oderMimmnwi derLinge darbietet 
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b) DiesellM Av^abe unter der VorMuaetnuig, datk P, 9 und der ge- 
pochte Kreisbogea auf einer gegebenen Kagelfl&che liegen. 

Die Lösung und Diskussion dieser Aufgaben ist von Bedeutunp filr die 
isoperimetrische Aufgabe in der Ebene und auf der Kugel. Erwünscht ist 
bewMidero eine Antwort aaf folgende Frage: Wird 1t im Pnnkte Q tob 
irgemd einem Kreise ft| geschnitten; wie mufs dann der Punkt P auf ft^ 
gowihlt werden, damit der Bogen PQ das oben geforderte Exiremum darbiete? 

Berlin. A. Jbmum. 



73. Osieirichnunf} nach gregoriamschem Kalender. — Ei sei fttr das 
Jahr N das Datum des Oster»onntags zu berechnen. 



Ei werde die Zahl 


diiidiert durch 


der QnoiieBft sei | der Rest sei 


N 


100 


A 


B 


il+8 


26 


a 






S 


h 




A 


4 


c 




N 


19 




d 


nd+ 1 


30 




f 


46 ^A-b^e—f 


30 




9 


B 

bA-\- B + h-{-c 


4 


k 




7 




h 




7 




m 



Iifc dann ^ + m^9, soiffcdas Otterdatom der (22+^ + «")** Ibn. 
Ist ^ + iii>9, so ist das Osterdatum der + m — 9)" April. 

Emzige AusnaJime: Ist g 29 und zugleich n» =^ 6, so ist das Oster- 
datum nicht, wie es nach obiger Regel sein sollte, der 26. April, sondern 
der 19. ApriU 

Darrnttadt, den 9. Okt 1909. Paul Wotfaxui.. 



74. A and B nehmen yon einem Hanftn von OegemBttaden nbwediaelnd 
naob Belieben weniger als eine festgeae t a t e Aniahl (» > 0), aber mindestens 
einen weg; wer zuerst die let/ten wegnehmen kann, gewinnt. Welche 
Chancen hat wenn A beginnt und, die Anzahl der Gegenstände kennend, 
so vorteilhaft als möglich spielt für den Fall, wo dieselbe (s) eine Frimsahl ist? 

BMimeteugrttn. O. O&mOB. 
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75. Auf welcher Enire niiifii sicli dae Lemmikftte wilmi, damit taxk 
ihr Ifittelpankt auf der Geraden 0|, welche in der Anfmngi— taillwi^ sank« 
nohi zur Hauptachse steht, weiterschiebe? 

Sagau. P. Kokott. 



76. Tr&gt man in jedem Punkte P einer ebenen Kurve C an die 
Tangente eine Gerade unter konstantem Winkel }f an, so unihüilen die 
Qenden (j^ eine Eorre E^, die im VUQe, dab / ein Rechter ist, in £e 

Erolnte h von C übergeht. 

,^ält man einen Punkt P von C fest, so liegen die Berührungspunkte 
aller von P ausgehenden Geraden aui dem lureise, der über dem 
KrflmmnngaradinB Ton P als IhirchmeaMr beschrieben ist** 

Man beweist diesen Satz entweder mit Benntcang «ehiefwinkUger 
Parallelkoordinaten oder auch direkt geometrisch als eine Konsequenz des 
elementaren Kreissatzes über die Konstanz des FehplieiiewinkelB auf dem- 
selben Bogen. 

KCnigsberg i. Pr., No?. 1903. W. F.Hbyu. 



77. Sei \a^^ \ ^ Ä eine n-reihige DafanrmiBuito, mtfear n «ne gerade 
Zahl 2v verstanden. Durch einen mittleren horizontalen und einen mittlemi 
vertikalen Strich werda A in vier yreihiga Determinanteii zerlegt, die resp. 
™it Z),^ ^r+i, . ■ ., I,; ^r+i, . . .. i/> >, • •,» bezeichnet seien, 

so dafs also . • •, » ^® ünterdetenninante von D^^ s, . . ., » 

"^»•f 1, ■ ,u ^ ünuirdeibennina&te Ton V^+i^ . . . ist 

Dann ist leicht zu beweisein, dafs, wenn man jedes Element von 
J)| • . . . nait seiner ünterdetenninante in A multipliziert und die Summe 
hUdet: /»' 0^ ~^ ' ' ' + ^r» "rty derselbe Wert resultiert, als wenn man 
den «ntspreehenden Proselb mit t, , r ▼onimmt: 

8 = OuOjj + • • • + o„o,, = a,+iO,^4 + • • • + 

(Diese Formel ist mit einer gewissen Modifikation auf irgend eina Unter* 
determinante einer beliebigen Det«rminant<^ ausdehnbar). 
Tiefer liegt jedoch folgende merkwürdige Keiation: 

deren Heileitmig gawOnseht wild. 

Kfioigaberg i. Pr., Nor. 1903. W. F. Hjetkr. 



78. Sei I a,^ I eine n- reihige Determinante. 

Durch Multiplikation der Elemente der Reihe mit den entsprechenden 
Elementen der k^^ Kolonne ^ k) entstehen die n (n — 1) Ausdrücke: 

- «11«»* + ^«s» + • • • + «f«^*. (dilti,.... J 
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BoMidiMi umn daaa mit du mdnng: 

iio bestebea zwiscbeu den <2>j^ die n numerischen Identit&ten (und keine 
•ödem); 

die selbst wieder an die eine numerische Identitit (ttlld keine andere): 

t 

gelrandim aii^ 

Der Torstehends Satt loU bewiia«n werden. Man wandet Um mit 
VorteU wf dia Fraga an, wun eine TOigalflgta KoUinaatUm: 

♦fi - + H l-»to*« 

eine LiTolutioB iaL 

KttmgalMig i. Fr., Nor. 1902. W. F. Hbtu. 



B. LSsnagren. 

Zu 37. (Bd. U, S. 356) (S. Gundeltiager). Die Priorität der 
Publikation dieses Theorems gebührt, wie ich aus Fortschr. d. Math. 31, 
670 «tseha, Hm F. F. BuffinL (Bologna Bend. (3) 4, 38—99.) loh 

solbst habe das von mir seit Jahron gefundene Theorem sdion Beit 1897 in 
meinen Ülmngen an der hiesigen U>chnii>chen Hochschule behandeln lassen: 
wie ich aus einem Einti'ug ersehe, den ich durch meinen damaligen 
Aanstentea Hann Pkof. Dr. Brflekal in maiB Übnngabodi madm lielk. 
Dannsladt, 9. Oktober 1903. 8. CKmonurmonn. 

Xachfnui: Wie mir soeben Herr Lampe mitteilt, bat Herr Kuffini 
das tragliche Theorem bereits 1889 behandelt in einer Arbeit: „Delle curve 
piaae algebriobe ato.**. Bologna Ifem. (4) 10, 887 — 860. (0fr. Fort- 
icbritke der Hsth. 91, 696, 1889. 

Dftrmstedt, 80. November 1903. 8. QDia>ni.nNoiB. 



Zu 60 (Bd. III, 8. 309) (S. Gundelfinger). Nach einem wohl 
zuerst von Ö. Smith aufgestellten allg. Satz (Phil. Trans. Vol. 151, p. 301) 
ist die Qeeamthwt aller Flieben seraiter Ordnung, welebe an eieben Fliaben 
nreiter KlMse 

(1) »1-0, ^Pt-0 

l^eldunitig apolar liegen, analjtia«sb daigeitallt durch eine Oleicfanng der 
Oestalt 
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wobei die f*^ willkürliche Parameter und die drei quadratischen Formen der 
Punktkoordinaten: /"j, linear onabhftngig sind, sobald das Gleiche auch 

von den Formen 9»^ (t » 1, s, s, . . 7) gilt. Umgekehrt ut auch jede Fläche 
tweiter Klasse, welche za einer solchen Fl&die zweiter Ordnung 

ipolar liegt, danteilbar durah eine Qleiohniig der Fom 

(8) Ai^i + + . . . + 0. 

Drei Flftchen zweiter Ordnung = 0, /"^ = 0, schneiden sich 

bekanntlieh in 8 Punkten. Jeder dit sur Punkte, doppolt genommen, kann 
ak eine Fläche zweiter Klasse aulgetalst werden, die zu jeder der drei 
FUehea ~ 0, /'s » 0, ft^^O apolar li^ Somit ist jeder dieser aeht 
Doppelpnnlcte in der Gestalt (3) darstellbar. 

Nimmt man im Beson^lereu für gj^ = 0 den imaginären Kugelkreis 
M B 0, so sieht man, dals es füi- irgend sechs linear anabhängige FlAchen 
xweiler Klane 7i 0, 9, =^ ü, . fPi=^i^ adit Darrtellvngen der Fom giebt: 

W 9^ + ^ % + • • • + ^ 9»« s - ^ • + • «* J% « 1, t, . . , s), 

worin die acht Bdmifc^anUe 

die acht Schnittpunkte der Flftchen = 0, /i = 0, /'s 0 bedeuten, die 

alle drei apular zu o) = 0 liegen, d. h. A^ymptotenkegel besitzen, auf denen 
Tripel von Kanten Hegen, die zu je zweien normal zueinander liegen. Dies 
ist aber genau das von mir (dieses Arch. 3, 309, No. 60) angestellte 
Theorem. 

Ein bekannter Fall wird durch die acht Engeln nprlaentieirt, welche 

die vier Seitenebenen eines Tetraeders berühren Pie sechs Flächen 2. Klasse 
9»2 = 0, . . 9>j = sind dabei die sech.s Kckeiipaaro, die auf den sechs 
Kanten des gegebenen Tetraeders liegen. Dieser Fall zeigt auch, dals die 
drei FUUshen iwetter Ordnung im allgemejnan adit Tersdnedene 8ohmt^>unUe 
besitzen. 

Besonders interessant ist die Voraussetzung, dafs die sechs Flächen 
=0, . . ., qpg — () sechs verschiedene Pmikte im Ilaum, doppelt genommen, 

darstellen. Alsdann giebt es nur noch zwei weitere Doppelpunkte u'y » 0, 
i 7, 8, so dab für diese eine Identität der Form (4) statthat In 

Worten: 

Sind sechs Punkte im Ramn willkürlich gegeben, so giebt es stets 
zwei ganz bestimmte Kugeln, für deren jede die sechs Punkte ein Pol- 
sediBscik*) bttden. Dieser Sats ist die natftrlidw Verallgemeinerung des 
Steinerschen Kruses, für weldien ein beliebig gegebenes Dreieck Poldreieok 



1) Teilt man die sechs Punkte in irgend zwei Tripel, ao sind die beiden 
durch diese zwei Tripel gelegten Ebenen hannoniflche Polarebenen zu jeder der 
Ko^la. 

nSlkyrik. IILBA«. IT. 28 
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ist. Dieser Satz zeigt, auch, dafs von den aiht Schnittjiunkten dM hi«r be- 
handelten Theoronis sechs willkürliih ^'ewählt werden kikinen. 

Zum SchluÜB mag noch angeführt werden, daiä diucb die hier gegebene 
Befaraditiiiig anoh der Säte bewiesen iei: SUbm beütMffe ^uatentOn Formen 
kihitien auf acht nrachledetic Arten linear je durch dieselben sieben Quadrate 
dargesteUt tcrdefi. Man hat dabei nar zu beacht«n, dafs zwiacben dm acbt 
Paukten u,' (< i, st, . ., h) eine Identität der Form besteht 

+ ^.uyj + . . . + v^yj ^ o. 

Das Theorem habe ich in der letzten Gestalt Herrn Keje uut der jS'atiu:- 
fowehegyerwammhnig su Hflneben. im Jelire 1877 mttudlidi mitgeteilt 
DuniBtadt, 21. September 1009. & QoHDBjpoiQnt. 



S. SpnoliRul IBr di» Bai^klopftdiA dar HitlMiBitfiduai WlMnuMkafton. 

[BiiiieiidimgeB filr den Spreeheeel erUttei Frens Meyer, EBnigibeq; L Fr., 

Mitteltiegbeim 61.] 

Zn niD3. Die anf einer Fllcbe gezogenen Kurven. 

m. S. 176, Nr. 36, Z. 9 und 

S. 178, Xr. 37, Z. 3 

statt „Trunsfurmation mittels rr/.iprok' r Radien" hat es beidemal tu 

beifsen: „Transformation mittels reziproker Polaren.** 

Göttingen. F. Klbim. 



Zu IV C. Mechanik der doformierbaren Körper. 

lY. S. 4 — 11: In den einleitenden Kapiteln hätte noch schärfer herror- 
geboben werden können, dai's dem Unterschied zwiscben den sog. Vek- 
iorm enkr «nd tweiter Kkust oder den sog. pciarm tmd mMm Vek- 
toren in der Grafsmannschen Ausdehnnngslebre nicht blofs Rechnung 
getragen wird, sondern dafs dieser rnterschied in dem Grafsmannschen 
System seine wahre Begründung eriUhrt. 

Beriin. £. Jahnxb. 



Bto Beientng dar DiskrtelnaBtenffleMnng ftr «Ine algebralseie 
IHlBnvntlal^eiehnnff etiter Mnvng. 

In der Eni^UoiAdM der mathematiBfilien Wissenschaften, ibend II A, 4 a 

(Painleve, gewöhnliche Differentialgleichungen) sind auf Seite 212 die Fälle 
zusammengestellt, ilie bei einer Diö'erentialgleichung erster Ordnung eintreten 
köimeu, wenn ijiu^» eines Zweiges der Diskriminautcukurve G U um- 
swei Werte Ton y cnsammen&llen. IHese Zvsunmenstellong bedarf n<Msb 
einer Erg&nzong, die ich in dem Sprecbsaale für die Encyklopädie der 
math. Wissenscbafken bereits mitgeteilt habe. Um nnn meine Mitteilang sa 
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begrflnden, werde idi im folgenden ebenfaUs eotwiekeln, welche vencbiedenen 

Fälle bei der angegebenen Voraussetzung möglich sind Dio ganze Be- 
trarlitunf,' stützt sich auf die Ergebnisse der Arbeiten der Herren Fuchs 
(Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1884) und Hamburger (Crelles 
Journal, Bd. 118, 1898). leb bebnlte die Ton Hemi PainleT^ 1>emiia(teii 
Bezeichnungen bei. 

Es sei also JF'f»/', y, x) = 0 eine Differentialgleichung 1. Ordnunp, 
wobei F eine rationale ganze Funktion von y' und y ist, deren KitofHzienten 
irgendwie von x ahhüngen. Es sei ferner B{x, y) 0 die Bedingung dafüi-, 
daA F^O gloiehe Wvnelii «' habe, alm die BeaoUaate der OleidmiuNii 

und — 0. Ist man <7(s, ff) ein inredunUer Fkktor von B{x^ p\ 

also G (r, //) 0 oder y — g{x) ein' Zweig der „Diatariminantemknrvei'*, so 

müssen längs dieser Kurve mehrere Wurzeln einander gleich sein Der 
einfachst« und allpemeinsto Fall ist der, dafs iSngs ö = 0 nur xwei Werte 
von y' zusammenfallen. Es werde also jetzt vorausgesetzt, dafs F = 0 nur 
2 gleiche Wurzeln y'-« h{x) habe, wenn darin y = (j(x) gesetzt wird; dann 

^F c* F I " 

ist — ^y'i "4= f"'' y ™ y' ~ ^H-^)- Diejenigen Stellen x, 

d*F 

flir welche •» 0 ist, kftnneo sor Tereinselt auftreten und werden ana- 

ppschlossen. Um nun zu erkennen, welclip Bfdentunp die Diskriminanten- 
knrvo </ = //(x) tHr die Diffrrentiulgleichung und ilni' Tjösiirigon hat, ninfs 
man y' ~ h{x) nach Potenzen von y — g(x) entwiokeia, und dies geschieht 
mit BeDaAning des Newtonsehen Polygons nach der tob Pniseax genauer 
begrilndelen Ifetiiode. Entwickelt man zimächst F{y', y, x) nach Potenaen 
TOB Jf'— A} y— ^, 80 erbAlt man die Differentialgleichang in folgender Fonn: 



(1) 



Das Einklaramern der Dilferentialquotientpn soll andeuten, dafs in denselben 
g{x\ y' — A(x) gesetzt wird, so dafs sie Fimktionen von x allein sind, 
die im allgemeuien den Charakter einer gansen Fnnktioii haben. Es ist 
Bvn y' h in eine Beihe zn entwiokebi, die nach Poteosen von 9 — 9 

fortschreitet. 

Fäll I. Es sei 0, dann kommt in dem Newton sehen 

Pcdygon der Funktion F nur eine Polygonseite für die Glieder niedrigster 
Ordnung in Betraeht, welche die OUeder (^(ß-g) ^nä { hy 
enthilt, und es ist deninaeh 

(2) y'-»-tiO-Dr)' + ci(y-ir)' + ti(y-«r)*+..., 

wobei die Ci Funktionen Ton x sind, die im allgemeinen den Charakter einer 
ganzen Funktion haben. Diese Entwickelung konvergiert für alle x eines 
bestinunien Beruohs B, wenn if — g hinreidMad klein ist (vgl Fnebs, 
Sitsnngsberiöhte 1864, Seite 701). 
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Aus der Gleichung ffi^},») " 0 folgt dorch Diffurensiereii, da 

Wir betrachten nun mnlchst den 
Faü la^ wo 

d. b. 

und deinnarh 7<f.r) =t= r/Tri ist. Dann ist ij = q(r\ keine Lösung der 
Differentialgleichung und aus (2j folgt (vgl. Hamburger, Cr. J. 112, 
8. 918) die Integralgleichung 



Xq eine beliebige Stelle des Bereichs B ist, für die h{x^^g'{x) ist. 
Die hierdurch dargestellte Integralkurve hat in dem Punkte x^, Po"^ 9(^o^ 
eine Spitze, und die Spitzen tangente ist von der Tangente der Kurve y g{x) 
in demaelben Punkte Tenohiedett. Die PiakriminantenhiirFe ist ako der 
Ort der SpilMni der Litagralknrven, aber keine LSsnng. 

FW Ib, Wenn fttr y — ^, y' — it andi 

itt| M ist nach (3) g'{^ und y — eine LOsnng der Differential- 

gleidnugf deren AbleitllBg mit der Doppelwnrzel übereinstimmt. Dann 
erhält man die von Herrn Hamburger auf Spitf 216 abgeleitete Ent- 
wickeluug, in der jetzt x =° 1, a » 2 ist, und die Integralgleichungen sind 
▼on folgender Fonn; 

y - - y» (j^ - ^o)' + (a: — ap«)* + • • •» 

wobei r„ eine beliebige Stelle des Bereichs B ist, für die q =^ 0 ist. Die 
hierdurch dargostellte InLegraikui-ve enthält den Punkt x^^ l/o^ ffi^o) 
gewOhnUehen Pnnkt und hat dort dieedhe Tangente wie die Didriminanten- 
kurve y = g{x). Die Diskriminantenkurve ist also in diesem Falle eine 
singnl&re Lösung, denn sie wird von allen Integralknrven berflhrt. 

FäUU. Es sei (||^)» 0 nnd deshalb infolge von (3) auch (|^) - 0, 

dagegen [j^f^'J — \^^*) ' \^y'y ' ^* ^* dnrdi das Newtonsche 

Polygon bestimmten Glieder niedrigster Ordnung liegen auf einer einzigen 
Polygonseite, wenn i^^tj ^ ^^^> beilsen dann 

(4) Q 0'- »)• + » Gf^) (y ' - *) - + Q - 
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Jedenfalls rrhält man, da nach Voransseteung die Diskriminante der qua- 
dratischen Form (4) nicht Null ist, WOB der Oleichong (1) zwei £n(- 
wickelongen von folgender Form: 

* - «^(y - tf) + «bür - ^)"+ • • 



(5) l'r 



worin die Koeffizienten C|, Cj, . . d^, d^, . . . Funktionen von x sind, die im 
ifcllgWMiiiien dem duurakter eiaer gammi Fnnktioii haben Beide Reiben 
lumveigieren wieder fBr alle x eines gewiesen Bereidies wenn ff — ff 

hinmicbwid Uein ist Ist ^^«^0, so beginnen beide Entwiokdnngen 
mit der ersten Potens von // — (fj aber <^ nnd dj smd niebfe identiseh ein- 
ander gleich. Isfc dagegen (^^^ » 0, so beginnt nnr die eme Reihe mit 

d«r eistoi Potena von y — ff. Jedenfiüls sind, und darauf kommt es hier 
i^Mn an, die Anfangsglieder in beiden Reihen nieht identiseh gleich. 
Es sei nnn (IIa) 

M*) + tf'(*)i 

also die Dttkriaunantenkonre keine 'solcihe LOsimg der Dilforentialgleiciiung, 
dafs ihre Ableitung mit der Doppelwurzel y' übereinst imtn f. 
Schreibt man dann die erste Oleichong (5) in der Form 

/ - (*) - » W - j ' («) + ci (y - + ^ - + • • • 

und wählt x^^ in dem Bereiche B so, d&fs hix^) — y \x^ ^0 ist, so lassen 
neh die IhitwickeliingskoefiBsienten der rechtoi Seite als Potenireihen von 
x — x^ dantellem, nnd awar ist 

<t— «'e+ »iC« — «J + »iC« — 
n. 8. w. 

Setzt man // - //(.r) = m, so erhält man für ^ eine Potenzreibe von 
tt nnd x — x^. Demnach giebt es für u eine einzige Lteung von der Form 

« — - «e) + ys(« — «•)•+ • • •• 

Die Koeffizienten dieser lieihe lassen sich bestimmen, indem man die Reihe 
in die DüEnrentialglriehung einsetatt nnd gleich hohe Potenaen von x — 
anf beiden Seiten vesgleiolit Man erhUt 



2y,-Ai + yifto oder 2y, = Ai-f a,,^, 3yj- A, + y^ft^ + y,fiü+ Ji^o 

tt. s. w. 
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Demnach ergeben üxsh was den beiden Dxforentialgleidiungen (5) iwei 
Integralgieiohanfeii von folgender Fonn: 

(6) |»-K*)-yj(*-«i») + rt(* 

l y - K«) - yt(« - fl^) + — *^*+ • • •» 

die nnr in dem enten Ofiede tibenimtiBimen, wBhrend im allgemeinen 
ff af" if ist. Denn es ist eben nachgewiesen wotdm, dafii bes. 9^ noeh 

von dorn ersten Entwickolnn^'skooffizicnten von fj boz. rfj abhSngen, und c, 
ist in unstirem Falle nicht identisch plcirh i\ Die beiden ilureh (6) dar- 
gestellten Integralkurren berühren äicb aUo in dem i'uni^le x^, von der 
enten Ordnung, nnd ihre gemeinsame Tangente ist von der Tangente der 
Diskriminantenknrve in demselben Punkte TerBohieden. Demnach igt in 
diesem Falle // = g{x) der Ort ftr die BertAurongsponkte von swd ver- 
schiedenen Integralkurven. 

Kv'^ff («), 

d. h. !f9{x) eine LOinng der Differentialgleiehung, deren Ableitung 

mit der Doppelwurzel y' übereinstimmt. Dann ergiebt sich aus den 
DiflFerentialgleichungen (5) (vgl. Hamburger, Cr. .1. 112, Seit* 216. wo 
jetzt s » 1, X ^ 1 ist, und Seite 218 unter 2j, dafg y — g{x) die einzige 
dnreh den Punkt x^, gehende und der Dof^wunel k(x) entqpveeheode 
LOenng der Differenüalgleiekung ist 

FaU JH. Ist auch nodi 



so ergeben sieh aus der Diffcrential|^sidmng (l) mit Hilfe des Newton sehen 
Polygons entweder zwei Fntwickolnngen von der Form (6), in denen aber 
jetzt tj = ist, oder eine Ent Wickelung von der Form 

(7) y'-»-<xC(/ + c»+,(y-i?) « +.... 

worin x mindestens bleich 2 ist. 

Ist {Illa) g'{x)^h{x), d. h. y = g{x) keine Lösung der Differential- 
glmehuttg, deren AUeitüng mit der Doppelwunsel y' flbereinstimmti so eiMlt 

man im ersten Falle zwei Tntegralglelchimgen von der Form (6), die aber 
rechts nicht nur in dem Koeffizienten der ersten Potenz, sondern ancb noch 
mindestens in dem Koeffizienten der zweiten Potenz übereinstimmen. Dann 
ist die Diflkriminantenknnre y « ^ (r) der Ort von Punkten, in wddien 
sieh die Lttegralkurven von höherer als der ersten Ordnung berflhren. 

Ln sweiten Falle folgt aus (7) eine Intcgralgleicbung von der F(nm: 

1 A 

y - g{x) = y (x - To) + y, {x - x^y + y, (a; - -»o)' -f • • 

worin y = h{x^) — fi'[x^ 4= 0 ist. In dem jetzt in ßede stehenden Falle 
muTs aber verschwinden. Denn es ist 

1 

jr' - ^' («) - y + I J«i ^ - a«) • + 3 (« - aq) + • • • . 
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Aus (7) folgt aber 

Entwickelt man hier die rechte Seite nach Potenzen von x — t^,, so wird, 

i_ 

weil X ^ 2 istf die Voieai (x — x^* nicht auftreten. Demnach mufs 71 = 0 
sein, und der Punkt Xg, t/o= ^^C^o) deshalb fBr die IntegraUnirTe eine 
Spitae »weiter Art (Seluabel). 

Ist dagegen (Illb) (/'{x) = h(x), so ist }/ = f/{^^ wiedfr die einzige 
Lösung, die durch den Punkt iCg, ifQ geht und der Doppeiwurzel y' ent- 
spricht. 

Skm Schlnlk noch eiiuge Beiipiele ftbr die unter (ü/a) an^eAHucten PUlt. 
Den ersten Fall haben wir bei der Diffarentialgleiiohiing 

den zweiten bei der Differentialgleichung 

[a(jf' - A) + 5(y c(y - ir)», 

wenn A, o, b, r, d bdieinge Funktionen von x oder Konstanten sind und 
h{x)^g*{x) ist. Ist 2. B. (y'- 1 -y)*-y*-f y*, so ist y = 0 Dis- 

kriminanten kurve und y' — \ die Doppeiwurzel der Differentialgleichung. 
Aus der Differentialgleichung erhält man folgende zwei Eutwickeluugeu: 

+ . 

Ist nun ein beUebiger Wert TOn dB, so eigiebt sicih aus der ersten 
Gleichung 

y - (» - a^) + i (ä - i(« - a^)»+ • • 

aus der zweiten 

y — (« — a^) + i(« - Ä^)"— K« - • . 

Die Diskriminantenkurve y 0 ist also der Ort von Punkten, iu welchen 
sich die Integralkurven von bSherer als der ersten Ordnung berühren. 
Ist 

so wird ^ 

und ^ 

Der Punkt « = x,, y » 0 ist also für die Integralkurve eine Spitse 
zweiter Art 

Ibina, um Norember 1901. Oabl Soamiyr. 
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